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Résumé. — On définit et étudie les notions de faisceaux p-adiques lisses de de Rham et cristallins sur des
bases p-adiques « convenables ». On introduit pour cela des anneaux de périodes p-adiques (analogues a ceux
de J.-M. Fontaine), qui permettent de leur associer des invariants de nature différentielle. Dans le cas de bonne
réduction, on obtient un foncteur pleinement fidele de la catégorie des faisceaux p-adiques lisses critallins dans
celle des F-isocristaux filtrés sur la fibre spéciale.

Abstract. — We define and study the notions of de Rham and crystalline smooth p-adic sheaves over ”suitable”
p-adic bases. To do this, we introduce p-adic period rings (analogous to those of J.-M. Fontaine), which are used
to associate differential invariants to them. In the good reduction case, we obtain a fully faithful functor from
the category of crystalline smooth p-adic sheaves in that of filtred F-isocrystals on the special fiber.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Ce mémoire est la suite de [10], ol les notions de représentations p-adiques de de Rham et cristallines ont été
définies et étudiées dans le cas d’un trait complet de caractéristique mixte a corps résiduel imparfait. L’objectif
est ici de faire de méme pour des bases plus générales.

Soit K un corps de valuation discrete complet, de caractéristique 0, a corps résiduel k de caractéristique p. On
note Ok l'anneau des entiers de K et v la valuation normalisée par v(p) = 1. On fixe une cloture algébrique K
de K et on pose G = Gal(K/K). La valuation v s’étend de fagon unique en une valuation v: K — QU{cc}. On
note C'x le complété de K pour la topologie définie par v. C’est un corps algébriquement clos sur lequel I'action
de Gk s’étend par continuité. On note x: Gx — Z; la caractere cyclotomique et, si M est un Gg-module et n
un entier, M (n) le module M sur lequel I'action de G est multipliée par x™ (« tordu a la Tate »).

Supposons k parfait. Dans [46], Tate a prouvé que si G est un groupe p-divisible (i.e. de Barsotti-Tate) sur
Ok, on a une décompostition de Gx-modules

Homgz, (T,(G), Ck) = (teo @k Ck) @ (t& @Kk Cx(—1))

ou T)(G) désigne le module de Tate de G et tg (resp. tgo) lespace tangent de G (resp. du dual de G). 1l
a conjecturé que la cohomologie étale de toute variété propre et lisse sur K donne lieu a une décomposition
analogue (de Hodge-Tate), i.e. que Hg (X @ K, Q,) ®q, Ck est isomorphe, en tant que Gx-module, & une
somme directe de Ckx(n) pour des entiers n convenables (les poids de Hodge-Tate), ce qui a été finalement
démontré par Faltings (cf. [20, Chapter III, Theorem 4.1]).

La notion de représentation de Hodge-Tate a été raffinée par Fontaine qui, en construisant des anneaux de
périodes (cf. [27], [28]), associe & toute représentation p-adique V' des invariants Deis(V'), Dgt(V'), Dar(V) et
Dy (V) qui sont des espaces vectoriels munis de structures supplémentaires. Cela permet d’établir une hiérarchie
dans la catégorie des représentations p-adiques de G :

{représentations cristallines} C {représentations semi-stables}

- {représentations de de Rham} C {représentations de Hodge—Tate} C {représentations p—adiques}.

Il a de plus conjecturé que la cohomologie étale des variétés propres et lisses sur K est de de Rham, et méme semi-
stable (resp. cristalline) pour les variétés & réduction semi-stable (resp. bonne réduction). En outre, invariant
Dgyr (V) correspondant s’identifie a la cohomologie de de Rham de X, et Dgt (V') (resp. Deris(V)) & la cohomologie
log-cristalline (resp. cristalline) de la fibre spéciale de X dans le cas de réduction semi-stable (resp. bonne
réduction). Ces conjectures ont été démontrées par Fontaine-Messing (cf. [25]) pour des variétés définies sur un
corps absoluement non ramifié, ayant bonne réduction et de dimension inférieure & p ; par Faltings ([21, Theorems
5.6 & 8.1]) pour le cas de Rham et cristallin, puis par Hyodo-Kato et par Tsuji dans le cas semi-stable (cf. [48,
Theorem 0.2]). Fontaine-Messing, Hyodo-Kato et Tsuji utilisent des méthodes syntomiques, alors que Faltings
utilise la théorie des « revétements presque étales » (plus proche des méthodes de Tate). C’est ce dernier point
de vue qui sera utilisé dans ce travail.

Par ailleurs, Colmez et Fontaine ont prouvé (cf. [14, Théoréme A]) que le foncteur Dgy (resp. Deyis) induit
une équivalence entre la catégorie des représentations semi-stables (resp. cristallines) et la catégorie des (¢, N)-
modules (resp. p-modules) filtrés faiblement admissibles. Depuis, plusieurs preuves différentes de ce résultat ont
été données, par Colmez ([15]), Berger ([5]) et Kisin ([41]).

Revenons au cas ol k est quelconque (i.e. plus parfait a priori). Hyodo a observé qu’en général, la cohomologie
étale des variétés abéliennes sur K n’est pas de Hodge-Tate dans le sens donné plus haut (cf. [36, Theorem 3]). Par
exemple, si &7 est une variété abélienne sur K a réduction stable dont la composante connexe de la fibre spéciale



est une puissance du groupe multiplicatif, c’est le cas si et seulement si &7 est définie sur W ( NpeN kpn)[p_l].
Il a donné une définition correcte de la notion de représentation p-adique de Hodge-Tate dans [37, 0.2] (en fait,
il ’a fait dans un cadre beaucoup plus général, sur une base qui n’est pas un corps). Comme rappelé au début
de cette introduction, le cas des représentations de de Rham et cristallines a été traité (lorsque k admet une
p-base finie) dans [10], ou est prouvé le fait que le foncteur Deyis induit une équivalence entre la catégorie des
représentations cristallines et la catégorie des F-isocristaux filtrés sur K faiblement admissibles (généralisant le
théoréme de Colmez-Fontaine évoqué plus haut).

Passons maintenant au cas général. Si X est une variété (formellement) lisse sur K, on s’intéresse aux faisceaux
p-adiques lisses sur Xg;. Les notions étant locales, on se place dans le cas ott X = Spec(R[p~!]) avec R une Og-
algeébre « convenable ». Comme on ’a évoqué plus haut, le cas Hogde-Tate a été traité par Hyodo dans [37],
en s’appuyant sur des travaux de Faltings. Le cas de Rham a été abordé par Wintenberger [49] dans le cas des
schémas abéliens, et Tsuzuki dans le cas général. Remarquons aussi que certains anneaux de périodes « relatifs »
ont étés utilisés par Faltings et Tsuji dans leurs preuves des théoremes de comparaison. On n’aborde pas la
théorie semi-stable dans ce mémoire. C’est I'objet d’un travail en cours de Tsuji.

Pour la théorie cristalline, supposons que X a bonne réduction. On construit un foncteur Dc,is de la catégorie
des faisceaux p-adiques lisses sur X¢ dans la catégorie des F-isocristaux sur le complété formel de X le long de
sa fibre spéciale, munis d’une filtration sur I'évaluation en X @z, F,. Il induit un foncteur pleinement fidele sur la
catégorie des représentations cristallines (celles pour lesquelles le morphisme des périodes est un isomorphisme).
Lorsque X est de dimension non nulle, la description de I'image essentielle est subtile, on n’a que des résultats
partiels.

Le cadre de ce travail, qui est celui de [1] et [2], est le suivant. Soit d un entier, T1,...,T; des indéterminées
et RO = Ox{T{,...,T5"} le séparé complété de O [Tlil, . ,Tfl} pour la topologie p-adique. On se donne
un anneau R obtenu & partir de RC en itérant les opérations suivantes :

(ét) complétion p-adique d’une extension étale;

(loc) complétion p-adique d’une localisation ;

(comp) complétion par rapport a un idéal contenant p.

On suppose en outre que Ok [Tlﬂ, e ,Tdﬂ] — R est a fibres géométriquement régulieres ou que R est de
dimension de Krull inférieure a 2, et que k — ﬁ@o « k est géométriquement integre (ces hypotheses assurent que
le théoreme de pureté de Faltings s’applique, ¢f. [1, Theorems 5.1 & 5.11]).

Soit Fr une cloture algébrique de Frac (ﬁ) On note R la réunion des sous—ﬁ—alg‘ebres finies S de ER telles
que S[p~'] est une extension étale de R[p~!]. On se donne une sous-R-algebre finie R de Ep telle que :

e R est normale et plate sur E,

e R[p~!] est étale sur R[p~],

(en particulier R C R) et on pose G = Gal (R[p~']/R[p~1]).

Dans [1], la théorie des (p,I')-modules et 1’équivalence de catégories de [26] entre la catégorie des
représentations p-adiques de Gk et la catégorie des (¢, I')-modules étales ont été généralisées aux représentations
p-adiques de Gg. De plus, le théoréeme de Cherbonnier-Colmez (¢f. [13, Proposition IIL.5.1]), qui affirme que les
représentations p-adiques de Gk sont « surconvergentes » est valide dans ce contexte (cf. [2, Théoreme 4.40]).
Rappelons que le résultat de Cherbonnier-Colmez est un ingrédient crucial dans les formules de réciprocité
explicites (cf. [3]).

Dans ce travail, on construit et on étudie des anneaux de périodes de de Rham et cristallines, ainsi que les
invariants associés aux représentations p-adiques de Gr qu’ils permettent de définir. Comme il a été dit plus haut,
on prouve en particulier que dans le cas de bonne réduction, le foncteur D5 induit un foncteur pleinement fidele
sur la catégorie des représentations cristallines & valeurs dans la catégorie des F-isocristaux filtrés sur R[p—1].
Décrivons les différentes parties de ce mémoire.

Apres avoir fixé les notations de base et donné quelques propriétés de 'anneau R, on étudie en détail les
propriétés de I'anneau C' = R[p~!] (ot R désigne le séparé complété de R pour la topologie p-adique), qui
constitue I’analogue du corps C'x pour 'anneau R. Remarquons qu’en général, 'anneau C' est loin d’étre integre
ou noethérien, ce qui en rend 1’étude délicate. On en donne les propriétés galoisiennes et on montre qu’il est
fidelement plat sur R[p~!] (théoreme 3.2.3). On explique ensuite comment on peut le « localiser », et le plonger
dans un produit de corps de la forme Ck. Les plongements qui s’en déduiront au niveau des anneaux de périodes
seront cruciaux dans la suite.

Les deux parties qui suivent sont consacrées a la construction et ’étude des anneaux de périodes Byr et Beris
respectivement, comme c’est fait dans [27] dans le cas « classique » (i.e. absolu). On en donne les propriétés



galoisiennes (sous I’hypothese de bonne réduction pour Beis) et on les munit de structures supplémentaires :
filtration pour Bggr, opérateur de Frobenius pour Bg;s, et connexion. Remarquons d’ailleurs que les sections
horizontales fournissent d’autres anneaux de périodes BYg et BY.,., qui sont ceux qu’on trouve en copiant les
constructions habituelles. On explicite les liens entre Bqr et Beis, en particulier, on a la « suite exacte fonda-
mentale » (proposition 6.2.23), qui permet de prouver la pleine fidélité du foncteur De,is sur la catégorie des
représentations cristallines évoquée plus haut. On démontre en outre des propriétés de fidele platitude de Bygr et
de Beis (théoremes 5.4.1 et 6.3.8), qui sont utiles pour montrer que les catégories des représentations de de Rham
et celle des représentations cristallines sont des sous-catégories tannakiennes de la catégorie des représentations
p-adiques de Gr (théoréme 8.4.2).

Dans le chapitre suivant, essentiellement constitué de définitions, on s’intéresse aux (¢, V)-modules filtrés. Ils
forment une catégorie dans laquelle le foncteur Dcyis (construit plus loin) prend ses valeurs.

On applique ensuite tout ce qui précede aux représentations p-adiques de Gr. Apres avoir traité le cas des
représentations non ramifiées, on définit les notions de représentation de de Rham et de représentation cristalline,
grace aux foncteurs Dgr et Dciis. On étudie plus particulierement le cas des caracteres, et on prouve la Gp-
régularité des anneaux Bggr et Beis (¢f. [10, Remarque 3.1.9]). On montre ensuite la pleine fidélité du foncteur
Deris et on s’intéresse a son image essentielle. Comme il a été dit plus haut, les résultats ne sont que fragmentaires :
seul le cas des caracteres est bien compris, et il semble que dans le cas général, la notion de (¢, V)-module filtré
admissible ne coincide pas avec celle de (p, V)-module filtré faiblement admissible point par point.

Enfin, on donne en appendice quelques compléments sur les revétements presque étales de Faltings, puis une
version affaiblie de la presque platitude (qui permet de travailler avec des propriétés d’annulation par des idéaux
qui ne sont pas égaux a leur carré), et on finit en explicitant l'origine « cristalline » de 'anneau Ayis.

Bien siir, la plupart des énoncés sont des généralisations de ceux de [10]. Les preuves sont parfois beaucoup
plus techniques (par exemple la proposition 8.2.4 et ses corollaires). D’autres sont par contre assez proches; je
les ai néanmoins incluses lorsque cela m’a semblé utile.

Ce travail est une version améliorée d’une partie de ma these. Je remercie mon directeur, Jean-Marc Fontaine,
pour son aide ses conseils. Je suis aussi reconnaissant envers Ahmed Abbes, Fabrizio Andreatta, Katsuya Kato,
Alban Moreau et Takeshi Tsuji pour les nombreuses discussions que j’ai eues avec eux, qui m’ont été tres utiles.

Ce travail a été rédigé alors que j’étais post-doctorant au Dipartimento di Matematica Pura ed Applicata de
Padoue et a la Graduate School of Mathematical Sciences de Tokyo, dans le cadre du Marie Curie Research Trai-
ning Network (Réseau de Géométrie Algébrique et d’Arithmetique Européen). Je remercie ces trois institutions,
ainsi que Francesco Baldassarri et Takeshi Saito pour leur accueil et les conditions de travail excellentes dont j’ai
bénéficié grace a eux.






CHAPITRE 2

NOTATIONS, PREMIERES PROPRIETES

On reprend les notations de I'introduction. On suppose désormais que K est algébriquement clos dans R[p~1]
(cela n’est pas une restriction). Il en résulte que G est un quotient de Gr. On étend le caractere cyclotomique en
X: Gr — Z;. Rappelons par ailleurs que les anneaux R et R sont séparés et complets pour la topologie p-adique,
noethériens, integres et normaux.

Proposition 2.0.1. — Le Frobenius R/pR — R/pR est surjectif.

Démonstration. — Soit a € R. Posons Py(X) = X?° — pX — a. Une racine 8 de P, dans E appartient & R.
En effet, on a P,(X) = —p(1 — pX”2’1), et donc P.(3) € R[B][p~']* car R[f] est complet pour la topologie
p-adique (en effet, ﬁ[ﬁ] est un R-module de type fini complet pour la topologie p-adique, car R est noethérien
et complet pour la topologie p-adique). La R[p~']-algebre R[8][p~] est donc étale (cf. [43, II proposition 8]), et

3 € Rlp~Y]. Comme f3 est entier sur R, on a bien 3 € R. Enfin, on a 7" = a mod pR. O
Notons W = W(k) 'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans k et Ko = W[p~!] son corps des fractions.
On fixe une uniformisante w de K, et un note E € W[X] le polynéme minimal de w sur K. C’est un polynéme
d’Eisenstein de degré e = [K : K.
Pour tout n € N, on choisit €™ € K une racine p"-ieme de I'unité, de sorte que (V)" = (). Si L est
une extension de Ky contenue dans K, on note @y, son d’anneau des entiers. Si n € N-o, on pose L, = L[e(”)]

et Lo = |J L, Pextention cyclotomique de L. C’est une extension galoisienne de L, dont le groupe de Galois
nEN~so

'y, = Gal(Lo /L) s’identifie, via le caractére cyclotomique y, & un sous-groupe ouvert de Z;.

Pour n € N, on choisit Tfm € R une racine p"-itme de T}, de sorte que (Ti(nﬂ))p = Tfm (c’est possible car
T; est inversible dans R). On pose R =R {Tl("), .. ,TCE”)} et on note R, le normalisé de R/,.Ok, dans R (on a
R.[p7Y = (R,.0k,) [p7Y]) et R = UN R,.. En particulier, on a R C R.

ne

On pose ' = Gal (Ro[p™']/R[p™']) et Hr = Ker (Gr — T'r). Le groupe I'y s’insére dans la suite exacte

1—>fR—>FR—>FK—>1

- _ d
ou I'p = Gal (Ro[p™*]/R.Ok__[p~']) = Ker(x) s’identifie & un sous-groupe d’indice fini de I'; = @ Z, y; ol
=1

(n)T(n) C
Vi (Tj(n)) ok BTSSR
T; sij#i
Sig € I'g, on a les relations gy;g~" = ’in(g) pour tout ¢ € {1,...,d} : Tg-module fR est donc isomorphe a
Z,(1)%. On choisit vp un générateur de la partie libre de Gal (Roo[p™!]/RL [p™]).

est défini par :

1

On choisit Ry une sous—W{Tlﬂ, . Tjﬂ }—algébre de R fermée pour la topologie p-adique telle que I’homomor-
phisme Ry/pRy — ﬁ/wﬁ est un isomorphisme, et telle que pour tout n € N, la Z /p"+! Z-algeébre Ry /p" ! Ry est
formellement lisse. C’est possible car R est obtenu & partir de R en itérant les opérations (ét), (loc) et (comp), et
Ry est obtenu & partir de W{Ti"", ..., Tf'} en itérant les opérations (ét), (loc) et (comp). On fixe un relevement
0: Ry — Ry du Frobenius z +— zP sur ﬁ/ wR. Bien stir, un tel relevement n’est pas unique. Remarquons que
lapplication naturelle Ry[w] — R est un isomorphisme (car ¢’en est un modulo w).

Notons (BR) la condition R = R. 1l s’agit d’une hypothese de bonne réduction qui sera supposée remplie
lorsqu’on regardera la théorie cristalline.



Pour ¢ € v(KZ), on notera p° un élément de valuation ¢ dans Ko

Pour ¢ € N, notons 04 k= lim % /2 /", /2 le séparé complété du module des différentielles Q% (c’est le

R/ Z
module des différentielles contmues de R relativement a Z).

~ d ~ ~
Proposition 2.0.2. — On a (1} 0 = g}lRo dlog (E) et QqRD = /\ng Q}{O pour ¢ € N. Par ailleurs, le noyau et
le conoyau de lapplication naturelle ﬁg{g ®pr, R — (AZ?{ sont tués par une puissance de p. En particulier, on a

Q%] /\ (@R[p Jdlog (T)).

R[p—1

Démonstration. — Montrons par récurrence sur n € Nsg que Q}%/Z/pnﬂ}%/z = @ (Ro/p”Ro) dlog (T) Le

cas n = 1 résulte du fait que T1,...,Ty est une p-base de Ry/pRy = R ®o, k (cf [2]). L’homomorphisme

Q}%O/Z/pn+1g}% /2 LN Q}%O/Z/anQl ho/ 7 5€ factorise par QR /7 @Ro k et donne lieu a la suite exacte

Q2 ©ro (Ro/DPRo) 7, Qro/z2/P" Qo2 = ks 2/P" kg 2 — 0.
On a le diagramme
d o d d
@ (Ro/pRo) dlog (T;) —= @ (Ro/p"" Ro) dlog (Ti;) —= @ (Ro/p" Ro) dlog (T;) —=0
' j i=1

i=1 =1

H . X H

Oy z Do (Ro/PRo) ——> Qg 2 /P" Qs Uy 2/P" Uz ——0

d
La surjectivité de v est immédiate. Si w € Ker(a), alors w est la classe modulo p" ™ de p"& ot @ € @ Ry dlog (T;)
i=1
d
avec p"w € p" QL /- Comme les dlog (T;) ne sont pas de p-torsion dans Q}%O/ g onale p( @D Rodlog (ﬂ))
i=1

N d
d’olt w = 0, et « est un isomorphisme. En passant a la limite, on a bien Ql = @ Ry dlog (Tl)

Comme pour tout n € N+, le Rg/p™Rp-module QR /Z/p”QR /7 €st libre de rang d (de base (dlog (T ))1<Z<d)

le complété Q‘II%O du produit extérieur est le produit extérieur A% Ro Q}%O du complété.

On a une suite exacte 0 — N — Qp , ®ry B — Qg — Qpp — 0 (¢f [42, Theorem 25.1]). Comme
R[p~] est étale sur R[p~!] donc sur Ro[p~], les modules N[p~!] et QR g, [P~ "] sont nuls : les R-modules N et
Q}% /R, Sont de p-torsion. Comme ils sont de type fini sur R (car R est noethérien et fini sur R donc sur Ry), ils
sont donc tués par une puissance de p : il existe ¢ € N tel que pcﬁl Ro/ 7 ©Ro RS p QR/ z- En quotientant par
p", puis en prenant la puissance extérieure g-ieme et en passant a la limite, on tire ch%O ®r, R = pcﬁg% (le
produit tensoriel complété ﬁqRO<§> Ry R est isomorphe a QqRO ®pr, R car R est fini sur Ry et QqRO libre sur Ry). Le
noyau et le conoyau de ’homomorphisme QqRD ®pr, R — ﬁ% sont donc tués par p°. O

Notons R le séparé complété de R pour la topologie p-adique, et C' = R[p~!]. Par continuité, Gr agit sur R et
sur C.

Proposition 2.0. 3 — L’anneau R est sans p-torsion. Par ailleurs, [’homomorphisme naturel R — R est in-
jectif, et on a RN pR = pR.

Démonstration. — La premiéri assertion résulte du fait que R est sans p-torsion.

Soit x € R d’image nulle dans R. Il existe une R-algebre S finie et normale telle que S[p~—!] est étale sur R[p~1]
et x € S. Pour tout n € N, onax € p"RNS = p"S (car S est normal), donc x = 0 vu que S est séparé pour la
topologie p-adique. R R

On a bien siir 'inclusion pR € RNpR. Soit € RNpR. Ll existe une R-algebre S finie et normale telle que S[p~?]

est étale sur R[p~'] et z € S. Ecrivons 2 = py avec y € R, et montrons que y € S. On a déja y € S[p~!]. Comme

S est normal et noethérien (car S est fini sur R), ona S = S[p~']Nn () Sy (¢f. [42, Theorem 11.5]) : il suffit
ht(q)=1
pes
donc de montrer que y € Sy pour tout q € Spec(S) de hauteur 1 tel que p € q. Le localisé Sq étant normal (car

S Dest), noethérien de dimension 1, c’est un anneau de valuation discrete. Notons v, la valuation normalisée.



Cette derniére se prolonge au complété 3;, a une cloture algébrique Sz[p*] de son corps des fractions g’;[p_l] et

— L —

au complété S’;[p—l] pour la topologie p-adique. L’anneau R s’envoie alors dans 'anneau des entiers de E’S[p—l] :

comme y € R, on a vy(y) > 0 et donc y € S;. O
Par la suite, on identifie R & son image dans R et R/pR 4 R/pR.

Remarque 2.0.4. — L’anneau R est en général tres loin d’étre integre, cela est dit au fait qu'’il existe en général
une infinité d’idéaux premiers au-dessus de 'idéal premier pR.






CHAPITRE 3

L’ANNEAU C

3.1. Propriétés galoisiennes

L’objet de cette partie est d’adapter a la situation qui précede des résultats de cohomologie galoisienne (dus
a Faltings [20, Section 1.4] et [22, 2¢]) qui généralisent [36, Theorem 1].

Remarquons que I'anneau R est stable par I'action de Gg (par normalité de R) Soit S une R- algebre finie et
normale, telle que S[p~']/R[p~"] est étale. Pour n € N+, I'anneau S @ = I R,, est réduit. En effet, comme R, est
libre sur R, I’'homomorphisme naturel § Qg R, — (S®g R )[p’ ] est injectif, et (S ®p n) [p~1] est réduit car
étale sur R[ 1. Notons S,, (resp. Ss) le normalisé de S ® 5 B (vesp. de S®5 Ao). L'anneau Sy, est un produit
fini de R-algbres normales : S, ~ ]_n[ S5, L’anneau (S®z R,)[p~'] étant normal car fini étale sur R,[p~}]

j=1
qui est normal, on a S,[p~!] = (S @5 R,)[p~']. Les anneaux Sy [p~1] sont donc finis étales sur R[p~']. Comme

) est entier sur R, donc sur E, on a S,(lj) C R quels que soient n € Nxg et j € {1,...,7,}. En

particulier, chacun des facteurs de S, s’injecte dans R, et R est réunion filtrante des tels facteurs.
Si B est une R-algebre, on note B = @B /p"™ B son séparé complété pour la topologie p-adique. Si B est en

n

chaque facteur Sy

outre une ﬁ ~o-algebre, on note mp l'idéal de B engendré par {pc, c€v(Ko)NQyg } L’action de Gr sur R se
prolonge a R et donc a C.
On munit R de la topologie p-adique, i.e. deﬁme par la famille d’idéaux {p"R} . Dans ce qui suit, on

calcule la cohomologie galoisienne continue de R, de C' et de leurs tordus a la Tate.

Proposition 3.1.1. — Le conoyau de application naturelle Eoo — HO(HR,E) est de mp -torsion. Par

ailleurs, pour ¢ > 0, les Eoo -modules H? (HR,F) sont de mg -torsion (« presque nuls » dans la terminologie de
Faltings). En particulier, on a

D -1 0 —
Hq(HR,O)={OR°°[p Lo

stnon.
Démonstration. — Si n € Nxg, on dispose de la résolution injective de (R/p"R)[H,]-modules :
() 0-x1=RpRL x0 2 xt & x2

ot X9 = ¢°(H% ", R/p"R) est le R/p"R-module des applications continues de H%™" dans R/p"R (I'anneau
R/p"R étant muni de la topologie discrete, il s’agit des fonctions qui se factorisent & travers un quotient fini de
Hp). Il est muni de l'action de Hp donnée par (g.z)(ho, ..., hq) = gx(g~ tho, ..., g7 hy).

Soient g € N et x € (Xq)HR une cochaine. Comme (%) est exacte, il existe y € X9~ tel que 2 = 9%. Comme
y est continue, il existe une sous-extension finie et normale S C R de R telle que Soo[p~t]/Rec[p™!] est étale
galoisienne et telle que

{y se factorise par Gal (Se[p™!]/Roolp™])”,
y est & valeurs dans So, /p"Seo

Soit ¢ € v(KX) N Qg D’apres le corollaire 9.1.2, il existe o € S tel que Trg_,-1)/r. [p-1](@) = p©. On a alors
Trs..fp1)/re o) (09) € (X971 et

8q(TrSoo[p*1]/Roo[p*1](ay)) = TI‘S [P~1]/Roo 1](0&8q ) Trsm[pa]/Rm[pa](oz)aj chaj.



Ceci implique que p°x est un cobord : p°x a une image nulle dans HY(Hg, R/p"R) si ¢ > 0 et p°c € Roo/p" Roo
si ¢ = 0. Ainsi les R -modules

HY(Hg,R/p"R) siq>0
Coker (Roo/p" Roe — HO(Hp, R/p"R))

sont tués par mp__.

Soit = € H° (HR,E). D’apres ce qui précede, pour tout n € Nsg, il existe z,, € Ry et y, € R tel que

p°T = Ty + pyn. On a donc z = lim ,, € Ruo. Ainsi, le conoyau de 'application naturelle Ro, — H° (Hr, R)
n—oo

tué par m B

Soit ¢ > 0. D’apres [47, Proposition 2.2], on a la suite exacte

0 — R'limH* ' (Hg, R/p"R) — H!(Hg, R) — limHY(Hg, R/p"R) — 0
n n

(dans [47, §2], Tate suppose que les coefficients sont des Z,-modules de type fini, mais seul sert le fait que les

R/p"R sont munis de la topologie discréte, cf. aussi [38, §2]). Comme H(Hg, R/p"R) est tué par mp_ pour
i > 0, il en est de méme des Ro-modules R! @Hi(HR,R/p"R) et @Hi(HR,R/p”R) (par fonctorialité, les

n n
applications de multiplication sont p® sont nulles pour ¢ € v(K%) N Q). Cela implique que HY(Hg, R) est
tué par mpr_ pour ¢ > 1, et que le conoyau de l'injection R1@HO(HR,E/p"E) — H! (HR,E) est tué par
n
mp_. Mais comme le conoyau de linjection Ru/p"Roc — HO(Hg, R/p"R) est tué par mp _ d’aprés ce qui

précede, il en est de méme du conoyau de R! @Rw/p”Rw — R! @HO (Hgr, R/p"R) d’apres la suite exacte

n n
longue de cohomologie. Comme le systeme projectif { Roo/p™ Roo }nen., vérifie la condition de Mittag-Leffler (les

morphismes de projection sont surjectifs), on a R* liglRoo/anoo =0, et H! ('HR,F) est tué par mp__. O
n
Remarque 3.1.2. — Le controle précis de la ramification donné par le théoreme 9.1.1 n’est pas nécessaire pour

la preuve de la proposition 3.1.1, le théoréme de Faltings ([20, Theorem 3.1]) suffit.

Lemme 3.1.8. — Il existe une constante cg (qui ne dépend que de R) tel que pour tout n € Nxg, on a R, C

P (R®g Rn)~ En particulier, on a Ro, C p=c® (Reg EOO),

Démonstration. — D’apres [1, Corollary 3.10], il existe une constante ¢(R) ne dépendant que de R telle que
pour tout n, on a pc™@P "R, ., C R, ®p Rpt1. On a done peBE )R C R @ Rn : on peut prendre
CRr = CZ()%)IP. Le second énoncé résulte de [1, Corollary 3.10]. O

Notons W, ’anneau des entiers de I’extension cyclotomique de Ky et Woo le complété de W, pour la topologie
p-adique.

Lemme 3.1.4. — L’homomorphisme R Qw ﬁ/\oo — }A%OO induit un homomorphisme
0 (fR, R ®w /Woo) — H* (fR, ﬁoo)

dont le noyau et le conoyau sont tués par une puissance de p. Par ailleurs, pour tout ¢ € N, on a

H'(fR,R@)W /Woo) = /\ Hl(fRaR@)W Woo)

~ = = d
et H'(Tr,Row W) ~ ((Rew Wx)(-1))".
Démonstration. — L’homomorphisme RQywy W(X, — }A%Oo se factorise par l'inclusion R® 5 Roo — ﬁm. Par ailleurs,

d’apres le lemme 3.1.3, on a des inclusions pCR}A%OO C R®p Eoo C }A%Oo : le noyau et le conoyau de ’homomophisme
H* (fR, R®g ﬁoo) — H* (fR, R,o) sont tués par p°r. Il suffit donc de montrer que le noyau et le conoyau de

H* (fR, Row /WOO) — H* (fR, R®g Eoo) sont tués par une puissance de p.
Soit A = {(a1,...,aq), ai € Z[p7]N[0,1[}. Pour a € A, il existe n € N tel que p"a € N?. On pose alors

T _ (Tl(n))pno‘l . (Ti("))pno” . (Té"))pnad. Le R @y Wao-module R®j Roo est topologiquement libre de base



(_Q)aeA. Comme v; (%) = (5("))17”0”1&, chaque facteur (R @w ﬁ/\oo)zg est stable par .

Soit ’yi(R)) une base de ' (on a I'p ~ (Zp(l))d). On dispose alors du complexe de Koszul

1<i<d
q
K,: -~-—>O—>Z[f3} — = /\ Z[fR}d—wwHZ[f‘R}d—»Z[fﬂR] —0
Z[T'R]
associé a la suite (%R) —-1,... gyu(lR) — 1) (cf. [42, §16]). C’est une résolution projective du Z [fR]—module Z :si

M est un Z [fR}—module, on a H* (fR,M) = H'(HomZD:R] (Ko, M)). Comme Homg & , (Z [fR],M) =M(-1)

(vu que pour f € HomZD:R] (Z [fR},M), geTRretye fR, ona (g.f)(7) = g(f(g7 1) = x(9)"Lg(f(7))), la
cohomologie de M est donnée par celle du complexe de Koszul

"—>0—>M(—1)—>(M(—1))d—>---—> /\ (M(—l))d—>'--—>M(—1)—>0—>"'

associé & la suite (%R) —1,... 77{(11%) —-1).

Soient @ € A et n € N tel que p"a € N 1l existe A gy Ada € (5(”))Z tels que ’yi(R) (T%) = X oT%
La cohomologie de I'p a valeurs dans le facteur (R Qw /V[ZX,)Ig est donc donnée par le complexe de Koszul
(- =AY ((R Qw Ww)zg(—l))d — .- ) associé a la suite ()\17g —1,. ., e — 1).

Pour a = 0, I’action de r R sur R@w ﬁ/\oo est triviale, les fleches du complexe de Koszul associé sont toutes nulles

et on a bien H® (f‘R, Rew Woo) ~ A°® ((R Qw Woo)(—l))d.

Sia # 0, alors il existe ¢ € {1,...,d} tel que WKR) (Ig) #T% q.e. A\jo # 1. Comme )\, , € (5(”))Z pour n > 0, on

aXqa—1] M —1. Comme ’homologie du complexe de Koszul est tuée par Ma—1,...,Aga—1 (cf loc. cit.), elle

Vest a fortiori par V) —1 i.e. par p7=7. Ainsi le noyau et le conoyau de H® (fR, Rew W\Oo) — H* (fR, R®g ROO)
sont tués par pp_il, ce qu’on voulait. O

Posons K} = Was[p~ '] N Rlp~!]. On a aussi K, = Wa[p~!] N K vu qu'on a supposé K algébriquement clos
dans R[p~!]. C’est une extension finie de Ko, et R[p~!] et Woo[p~!] sont linéairement disjoints sur Kj.
Proposition 3.1.5. — L’homomorphisme R[p~"] @ Woo [p~!] — C induit des isomorphismes

A (R o Walp]) = 1P B @ Wclp™]) = B0, C)

Rlp= @ sy Woo[p~ 1]
ot ﬁR désigne le noyau de ’homomorphisme G — Tk .

Démonstration. — La suite spectrale de Hochschild-Serre s’écrit HY (T g, H" (Hg, C)) = Hi*" (Hp, C). D’aprés
la proposition 3.1.1, on a H" (Hp,C) =0sir >0 et HO(Hp,C) = Roo[p™Y] : la suite spectrale dégénére et on a
HY(Hp, C) = HI(Tr, Roo[p™"]). R R

D’apres le lemme 3.1.4, 'homomorphisme R[p™!] @wp-1) Woo[p™'] — Roo[p™'] induit des isomorphismes
A?H! (fR, R~ @wip) ’Ww[pfl]) ~ He (fR, Rp~) @wpp1] Ww[pfl]) = HY(Tg, Roolp™ ).

Comme on a R[p™'] ®k; Wao[p™!] C C (par disjonction linaire de R[p~] et de Wao[p~!] au-dessus de KJ),
les homomorphismes A? H! (fR,R[pfl] R Woo[p’l]) — H? (fR,R[p’l] R Woo[p’l]) — Hq(ﬁR,C) sont
des facteurs des isomorphismes A?H! (fR,R[p_l] Qw [p-1] Wae [p‘l]) = He (fR,R[p_l] Qwip-1] Wae [p_l]) 5

H¢ (f Ry Reo [p™']), ce sont donc des isomorphismes. O

L’extension canonique de Faltings.
Rappelons la construction due a Faltings ([20, 1.4]) d’une extension canonique de Gr,-modules
(1) 0—C—M—QL ®p, C(-1) =0

avec M =T, (Q%/RO)[p’l](—l) (ot Ty(.) = Hom (Q, / Zy, .) est le module de Tate).

La suite

(2) 0— Qllxvoo/w Qw., Ro,c0 — Q}%O,M/Ro - Q}%D,OO/RD.WOo —0



est exacte et scindée (de fagon non canonique). Cela résulte du fait que pour tout n € Nsg, on a Ry, =
Ro[e™), Tl(“), . ,T;n)} et donc une suite exacte et scindée 0 — Qllxvn/w ®w, Ron — O, IR ™ QL. JRoWa

0. D’apres [24], ’homomorphisme

(3) Wao 2, (Q, / Zp)(1) — Uy
a®e™ — adlog (a("))

est surjectif et son noyau est tué par p” avec p € Q- (notons qu’il ne dépend pas du choix des (5(”))n eN>0). Par

d
ailleurs, on sait (proposition 2.0.2), que pour tout n € Nsg, on a Q}{O/W/p"Q}%O/W =P (Ro/p”Ro) dlog (E),
i=1

-

d’olt Q}%O/W ® R, (p%Ro,oo/Ro,oo) = (p—lnRom/Rom) dlog (7). On peut donc définir 'application suivante

=1

Q}%D/W QR (RO,OO[p_l]/RO,OO) - Q}%o,oo/Ro
dlog (T)) ® p~" — dlog (T™).

Cette application dépend des choix pour les Ti("), mais le composé avec la surjection canonique Q}%O JRo

Q}%O o /Ro.Wa n'en dépend pas (parce que dlog (8(")) = 0 dans Q}%m/RD'WOO). On obtient donc une
application Q}%O/W ®Ry (Roo[p™]/Roc0) — O, /Row..- Clest un isomorphisme parce que Rooo =

U (Ro-Wx) [Tl("), e ,Té")]. La suite (2) peut donc se reécrire
neN

0— (R0700[p71]/ppR0,00)(1) - Q}%O,M/Ro - Q}{O/W @Ry (R0700[p71]/R0700) — 0.
Comme elle est scindé, on en déduit une suite exacte et scindée
(3) 0~ (Bl 1/pB)(1) = Bon, . Uy _ny — Loy ©ro (Rlp™")/R) — 0.

Le module T, (R[p~*]/R) est 'ensemble des classes d’équivalence de suites (an)nen avec a, € R[p™] tels que
pa, € R et pay+1 = a, mod R pour tout n € N, deux suites étant équivalentes lersque leur différence est
& valeurs dans R. APour une telle suite (a,)nen, la suite (p"a,)nen converge dans R et I'application induite
T, (R[p~']/R) — R est un isomorphisme. En particulier, comme Q}{O/W ®g, (R[p~!]/R) est libre sur R[p~']/R,
ona Ty (U w @ro (Rlp™']/R)) = (AZ}%D @R, R. La suite obtenue & partir de la suite (3) en prenant les modules
de Tate est exacte et scindée et s’écrit

0— p’R(1) —» T, (E ®Ro. o0 Q}%O,M/Ro) — ﬁ}%o ®p, R —0

d’ou une suite exacte et scindée

(4) 0— C(1) = Ty (R @y Qg o) 01— Uity @1 C — 0.

Comme R est réunion de Ry, ~c-algebres « presque étales » (cf. theoréme 9.1.1), le noyau et le conoyau de I’homo-
morphisme naturel R®g, . Q}%O JRo Qlﬁ /R, SONt de mp-torsion. Il en est donc de méme de ’homomorphisme
déduit entre les modules de Tate T, (R®g, . Q}%O,M/Ro) — T, (Q%/RO). Ainsi, ona T, (R®r,. . Q}%O,M/Ro) 1] ~
T, (Q%/RO)[p_l] = M(1). La suite (1) n’est alors que la suite (4) tensorisée par Z,(—1).

Remarque 3.1.6. — 1l est clair que la suite exacte (1) est Gg,-équivariante. D’apres ce qui précede, elle est

scindée comme C-module, mais pas canoniquement, et pas de fagon équivariante.

D’apres la proposition 2.0.2, on a ﬁ}%[p_l] = R ®g, ﬁ}% [p~1]. La suite exacte (1) peut donc se reécrire
0—-C—M— Q}% ®pgr C(—1) — 0. En prenant la suite exacte longue de cohomologie associée, on obtient un ho-
momorphisme canonique H° (7—73, ﬁ}% ®rC(-1)) — H! (ﬁR, C). Comme Q}{ [p~1] est libre sur R[p~1] et invariant
sous Hg, on en déduit un homomorphisme ﬁ}%[pfl] ®K; Wae [p~1(-1) — H! (7‘~(R, C). Pour g € N, le cup-produit
induit un homomorphisme QqR[pfl] ®K; Wae [p~1)(—q) — A\TH! (7’73, C) c’est-a-dire un homomorphisme

Q%lp™") 1 Woolp™')(—a) — H* (Hr, C)
d’apres la proposition 3.1.5.

Proposition 3.1.7. — Pour tout ¢ € N, ’homomorphisme QqR[p_l] R Wae [p~t(—q) — HY (ﬁR,C) est un
isomorphisme.



Démonstration. — D’apres la proposition 3.1.5 et la définition de ’homomorphisme, il suffit de prouver 1’énoncé
pour ¢ = 1. Par ailleurs, comme H' (T, R[p™] ®K;, Wae [p~1]) = H!(Hg,C) (proposition 3.1.5) et laction de
['p sur R[p™!] QK Woo[pfl] est triviale, on a H! (ﬁR, C) ~ Homeont (fR, R[p™!] ®K; Woo[pfl]).

Le C-module M est libre : il admet la famille (dlog(e),d log (Tvl), ...,dlog (Td)) comme base, avec dlog(e) =
(dlog (5(”)))neN et dlog (ﬁ) = (dlog (Ti(”)))neN pour i € {1,...,d}. Dans la suite exacte (1), 'homomor-
phisme C — M (défini & partir de ’homomorphisme (3)) est défini par 1 — dlog(e). De méme, ’application
M — Q}{O ®pr, C(—1) est définie par dlog(e) — 0 et dlog (ﬁ) — dlog (T;) ® 1.

D’apres ce qui précede, 1’homomorphisme

Qrlp™ @x; Woolp EB Y @y Woelp'](~1)) dlog (T3) L Homeons (i, Rlp ™" @1 Woolp™'])
=1
en question est défini par dlog( ) — f; ou f; est donné par f;(y) = 7.dlog (i) — dlog (T) pour v € Tz.
Rappelons que I'p = @ 7,7, avec 4™ (Tj(")) = (s("))‘”’jTj(") olt la matrice [p; j]1<ij<a € Ma(Zp) est
inversible (dans Mq(Q,, )) Pour i,5 € {1,...,d}, on a
fi (’y](R)) = ’y](R). dlog (Tl) —dlog (E) = dlog (et i) —dlog (ﬁ) = ;5 dlog(e) — p; ;5 € C.

La famille (f;)i<i<q est donc la base duale de la base (A’/i(R))1<1‘<d de f‘R : on a Homeont (fR,R[pfl] ®Ky

_ d _ o

Welp™') = @ (Rp~!] ®Ks Weo [p~1]) f; et f est un isomorphisme. O
i=1

Proposition 3.1.8. — (cf. [36, Theorem 1]). Si ¢ € N et n € Z, alors
o p1 st gq=mn,n—+1,
HY(Gr, C(n)) 2{ rlP] .
0 sinon.

Par ailleurs, l'isomorphisme est canonique pour ¢ = n.

Démonstration. — D’apres la proposition 3.1.7, on a )7 Rlp™ @Kk Wao [p~Y(-r) = H" (ﬁR,C). Par ailleurs,
comme K|, est un corps invariant sous I'k, on a

1 (Toe, Qplp™) @1 Woelp ™10 = 1)) = Qlp ™) @iy B (T, Wolp™ J(n = 1) ).
La suite spectrale de Hochschild-Serre associée a 1 — ﬁR — Gr — 'k — 1 s’écrit donc
wlo ™ @ HY (D, Wl (0 = 1)) = HY7 (G, C(m).
Or on sait (cf. [46, Theorems 1 & 2]) que
K) sij=0ecti=0,1,
0 sinon,

(T, Waolp™)(5) ) = {

I'isomorphisme étant canonique pour i = j = 0 (rappelons que par définition, H° (I‘K, W @*1]) = K{)). La suite
spectale dégénere donc et on a le résultat souhaité. [l

3.2. Platitude

Dans cette partie, on utilise le langage de la section 9.2.

Notation. Sin € N, on note m, = ¢™ — 1 ¢ ﬁw. Si A est une Eoo—algébre, on note my l'idéal de A
engendré par (7, )neN.,-

Proposition 3.2.1. — L’anneau R est une ém—algébre my-plate, donc une R—algébre my-plate.

Démonstration. — Soit M’ — M une injection de ﬁw—modules et z € Ker (R Q.. M — R Q. M) 1l
existe une sous-R-algtbre finie normale S de R telle que S[p~!] est étale sur R[p~!], un facteur 59 de S
tels que z € Im (Ség) ®f_ M — R ®f_ M’). D’apres le théoreme 9.1.1 ([1, Theorem 5.1]) et [22, Theorem
4], Panneau S et donc 'anneau S((,g) est « presque plat » i.e. mz-plat sur R)o : le noyau de 'homomorphisme
sY) ®z M — s ®p. M est tué par mz. Sin € No, on a donc m,z = 0 dans s ®p._ M', et a fortiori
dans R®p M'. Comme c’est vrai pour tout n € N et tout = € Ker (R ®p. M — R®z M), le noyau de
I’homorphisme R ® r. M "5 R® 7. M est tué par mp. Ainsi R est mz-plat sur Roo



L’anneau R, est libre sur R :ona Rs ~ R, Si M est un R-module, on en déduit que Roy ®RTor{§(R M) ~

Tor1 = (R, Roo Qg M)(E), Ce dernier étant tué par my d’apres ce qui précede, R est my-plat sur R. |
Théoréme 3.2.2. — L’anneau R est une ﬁ—algébre m:-plate,
Démonstration. — D’apres la proposition 3.2.1, 'anneau R est mp- plat sur R. Comme R est séparé et complet

pour la topologie p—adlque et que p est non diviseur de zéro dans R le théoréme 9.2.7 appliqué & B = Ret A = R

implique que le complété R est m2.-plat sur R. Comme m2 = m=, on a le résultat souhaité. |
R R R

Théoréme 3.2.3. — L’anneau C est fidélement plat sur Rlp~1].

Démonstration. — Si M est un E[p‘l]—module, Torf (R, M) est tué par m= d’apres la théoréme 3.2.2. En loca-

lisant en p, on a donc Tor; Rip™] (¢, M[p=]) = 0. Comme M est un R[p~!]-module, on a M[p~!] = M et donc
Tor?[p (C, M) = 0 pour tout R[p~*]-module M. L’anneau C' est donc plat sur R[ 1.

Montrons qu’en fait C' est fidélement plat sur R[p~']. Comme C est plat sur R[p~'], il suffit de montrer que
si p € Spec (R[p™']) est maximal, alors pC # C (cf. [42, Theorem 7.2]). Supposons au contraire qu'il existe
p € Spec (R) maximal avec p € p tel que pC = C. Ona 1 € pC : il existe n € N tel que p" € p}% C p}_%—i-p”“ﬁ
i.e. il existe une sous—ﬁ—algé/z\bre finie normale S de R, b € pS et a € ﬁ tels que p" = b+ p"tla. On a
p"Tla =pt —b e SNp"HR = p" TS (c¢f propriété 2.0.3 et normalité de S), donc a« € S. Si N € N, on a
p™N = (b+p" )V, de. p*N € pS + p("t DN d’of, en prenant la trace

p"N [Frac(S): Frac (R)] —ptH¥ Trg-1y/ -1 (@) € P

On a Trg, 1 5, 1(@") € R. Si r désigne la valuation p-adique de [Frac(S) : Frac (R)] (c’est un entier
indépendant de n), on a [Frac(S) : Frac (R)] = p"m avec ptm et p"N+"m — p(n+DN Trgp, 171 (@) € p. Si
N > r, on a donc p"N T (m — pN=" Trs[p_l]/é[p_l](oz")) € p. Comme m — pN—" Trg, 1/ mp-(@") € R, ona
p™NFT € p soit p € p, ce qui est contraire & 'hypothese. On en déduit que pC' # C, ce qu’on voulait.

Montrons que C' est fidélement plat sur R[p~!]. Quitte & remplacer R[p~!] par un revétement étale de R[p~!],
on peut supposer R[p~!] galoisien sur R[p~!]. On a alors R[p~!] ®Rp-1] R[p~Y = (R[p™'])" comme R[p~!]-
algebre. Comme C est fidelement plat sur R[p~!], R[p~] ® gp-1) € = C" est fidélement plat sur R[p~1], donc C
est fidelement plat sur R[p~1]. O

3.3. Localisation

Notons 7' C Spec (R) l'ensemble des idéaux premiers minimaux de R contenant p. Pour p € T, on a pN Ry =
pRy, car pRoy est premier et Ry — R entier : T n’est autre que I’ensemble des idéaux premiers de R au-dessus
de pRy. L’ensemble T est muni d’une action transitive de Gg, (¢f. [42, Theorem 9.3]). Pour p € T, on note
Gr(p) =49 € Gr, g(p) = p} le sous-groupe de décomposition de Gg en p.

Pour tout p € T', I'idéal pN R est un idéal premier minimal de R contenant p. Comme R est noeth/é_fien et pNR
de hauteur 1, le localisé Ryr est un anneau de valuation discrete (cf. [42, Theorem 11.2]). On note R, son/fparé
completé pour la topologie p-adique. De méme, on dispose de I'anneau de valuation discrete complet Ry, et
Pextension de corps ]/i’\p [p~1]/ }?0(\1,) [p~1] est finie. Choisissons une cloture algébrique }/%; [p~1] de R, p[p™1] contenant
Ry, et posons Gr(p) = Gal (RTp@’l]/ﬁ; [p’l]). On dispose d'un homomorphisme de restriction Gr(p) — Gr. Ce

dernier se factorise en ry: Gr(p) — Gr(p).

Lemme 3.3.1. — L’homomorphisme r, est surjectif.

—

Démonstration. — Un élément de Gr(p) se prolonge de fagon unique au complété R, de Ep pour la topologie

p-adique. On a donc un homomorphisme injectif iy : Gr(p) — Gal (Ep/ﬁ;). Le composé ip o 7y éR(p) —

Gal (Ep / ]3;;) étant la projection canonique, i, est un isomorphisme et r, est surjectif. O

On note O¢(y) le séparé complété pour la topologie p-adique de I'anneau des entiers Z/i’\p du corps Z/i’\p[p’l],
et C(p) = (’)C(p)[p_l]. C’est un corps valué algébriquement clos, muni d’une action de Gr(p). On a la situation



suivante, ol toutes les fleches sont toutes injectives (parce que les anneaux sont intégres et séparés pour la
topologie p-adique).

- _ =0r(P) ~
Rappelons que d’apres [36, Theorem 1], on a C(p)9=®) = R,. D’apres le lemme 3.3.1, on a donc R, Y R,.

Comme R est une limite inductive de E—algébres finies et normales, ’homomorphisme naturel

R/p"R — @Rp / pnﬁp
peT

est injectif. En passant a la limite projective, on en déduit un homomorphisme injectif
R — H Rp .

Remarque 3.3.2. — Action de Gg, sur [] R,.
peT

Soit (hg)(p’q)eT2 € g};j telle que

(1) (V(p,q) € T?) hy(p) = q;

(2) (vp € T) bl =1d;

(3) (Y(p1,p2,p3) € T%) h2hp) = Al
Il en existe : si on fixe pg € T, 'action de Gg, sur T est transitive ([42, Theorem 9.3]), et pour tout p € T, on
peut choisir hy € Gg, tel que hy(po) = p, il suffit de poser hy = hth_l.

—

Pour (p,q) € T2, l'application hg: R, — R4 se prolonge en un isomorphisme équivariant de R, (muni de
action de Gg,(p)) sur Rq (muni de l'action de G, (q)), qu’on note encore hy.

Soient maintenant (vp)per € [] Ry et g € Gr,. Pour p € T, on a b}, (x4-1,) € Ry et ghgflp € Gr,(p), de
peT

sorte que I’élément (ghﬁilp) (h? 1, (zg-1p)) € Ry est bien défini. On pose alors

(%) 9((@over) = (9§ ") (R sy (wg11)))

ce qui définit une action de Gg, sur [] Ep. Il est immédiat que cette action est indépendante du choix de la
peT

famille (h,qa)(m)eT2 € gﬁj, parce qu'un autre choix est de la forme (gghy) yer? € ggj avec gy € G, (q) et ces

derniers se simplifient dans la formule (x). En outre, ’homomorphisme R — [[ R, est Gg,-équivariant.
peT

(p.q

~ —

Pour tout p € T, la Rp-algebre Ep est en fait une R/O(T»—algébre, on en déduit donc un homomorphisme
v RO(p) QRg R— H }_%p.
peT

Proposition 3.3.3. — L’homomorphisme ¥ est injectif.

Démonstration. — Modulo p, 'homomorphisme ¥ est 'application

U @ k: Frac (Ro/pRo) ®r,/pr, (R/PR) — @D Ry /R,
peT



Cette derniere est déduite de ’homomorphisme injectif R/pR — @ R,/pR, par localisation : elle est injective.
peET

— ~

Comme [] Rp est sans p-torsion, on a z € Ker (\I/) =z () p" (R/O(\p) R R, R) : la proposition est équivalente

peT neN
a la proposition suivante. [l
Proposition 3.3.4. — Le produit tensoriel R/O(\p) ®r, R est séparé pour la topologie p-adique.

Commengons par prouver quelques résultats préliminaires.

Notation. Soient A est un ensemble et M un groupe abélien séparé et complet pour la topologie p-adique.
On pose M) = D M et on note MY le séparé complété de Panneau M) pour la topologie p-adique.

AEA
Lemme 3.3.5. — Les applications %-linéair@s
— {A} — {A} — A _—\A
[ Rop) ®ry Ry~ — (Ro(p)) et g: Rop) ®r, By — (Ro(p))
, . . . . . {A} /\{A} A —— A L. .
déduites par extension des scalaires des inclusions Ry — Ro(y) el Ry — Ry, sont injectives.

Démonstration. — On a le diagramme commutatif

5 A o —{A}
Ro(p) @ro Ré b= Ry(p)

n
— g —A
Rop) @Ry RS — Ry -

—

L’homomorphisme h est injectif car Ry, est plat sur Ry : il suffit de vérifier que g est injectif.

T — —
Soit x = ) 2, ® @, € Rop) @R, R{} tel que g(z) = 0, avec x, € Ry et a,, = (an)ren € R{)‘. Pour tout

n=1

A€ A, onadonc Y zpan =0 dans R/O(\p). Soit donc

n=1

u: Ry — Ro(p)

T
(a1,...,a;) — anan
n=1
et N = Ker(u). Comme Ry est noethérien, N est de type fini sur Ry : soient (a;)i<j<s des générateurs de
N sur Ry. Ecrivons o; = (aq,j,...,ar;) € Rj. Pour A € A, il existe donc (b x)i1<j<s € R§ tels que ay :=

S S
(@1, ar2) = Y ajbjx (onaay € N). Pour tout A € Aet tout n € {1,...,r}, onadonc apx = D an ;bjx.
-t £

J Jj=1
T

Posons b; = (bjx)xen € R).Onaa, = Z:lan’jbj d’ou z = Zl Tp ® ( Z:lan’jbj) = 21 ( 21 xnan,j) ®b; =0,
j= n= j= j=1 ‘n=

vuque Y Tpoy; =0. O

n=1
Soit {B(”)}neN une suite croissante de sous-Rg-algebres finies et normales de R. On pose B = |J B et

neN

on note B = @B /p™B le séparé complété de B pour la topologie p-adique. On a un homomorphisme naturel
m

i: B— R. 1l est injectif, car B étant limite inductive de Ry-algebres normales, on a B N p"R = p"B pour tout

n € Ns¢. On identifie donc B & son image dans R.

Définition 3.3.6. — Reprenons les notations de la section 3.2. En particulier, pour m € Nsg, on a m,, = (") —
1€ Ry,00.- Un Ry o-module M est dit presque projectif si pour tout Ro ~-module N, le module Ext}% _(M,N)
est tué par m,, pour tout m € Nso. C’est en particulier le cas de toute Ry ~-algebre S qui est le normalisé de
S.Ro,0o dans R[p~1], oul S est une sous-Ro-algebre finie normale de R ([1, Theorem 5.1] et [22, Theorem 4]).

Les sous-Ry-algebres B (n) ¢tant choisies comme plus haut, on note Bég) le normalisé de B(").Rom dans R.
Comme on vient de le rappeler, c’est un Ry ~-module presque projectif. Conformément a ce qui précede, on pose
B= U B

neN

Lemme 3.3.7. — Le Ry -module B, est presque projectif.



Démonstration. — Pour tout Ry o.-module M, on a les égalités

Homg, . (Boc, M) = Homp, . (lim B, M) = lim Homp, . (BE), M).

n
Soit 0 — M’ % M 5 M" — 0 une suite exacte de Ry, oo-modules. La suite

0 — limHompg, .. (B, M) — limHomp, (B, M) — lim Homg, . (B, M”)

n n n

est exacte. Il s’agit donc de montrer que liLnHoranoo (B((,g), M) — %iLnHoranoo (B((,g), M”) est presque surjectif
n n

(i.e. de conoyau tué par m, pour tout n € Nsg). Le Ry o-module BS,Z) étant presque projectif, on sait déja
que 'homomorphisme Homp, __ (B((f.f), M) — Hompg, (Bég), M") est presque surjectif pour tout n € N. On va
utiliser un procédé a la Mittag-Leffler.

Lemme 3.3.8. — Les homomorphismes Hompg, (B(()g),M’) — Homg, (B(()g_l),M') sont presques surjec-
tifs.
Démonstration. — Si n € Nsgq, le lemme 9.1.7 affirme que Bég_l) — B( ") est un revétement presque étale.

D’apres le lemme 9.1.9, I'homomorphisme B(()g_l) ® Ro. 00 Bég) — B((,g) @ Ro.00 B(”) (déduit de I'inclusion Bég_l) —
Bég)) est presque facteur direct. L’homomorphisme
HomB(()Q) (B(()g) ®R0,oo Bg)ang) ®R0,<>c M/) - HOmBgZ) (ng) ®R0,oo B(()g_l),B(()g) ®R0,oo M/)

(déduit de 'inclusion Bég_l) — Bég)) est donc presque surjectif. Les Ry oo-modules Bég_l) et B((,g) sont presque

projectifs de type fini donc presque de présentation finie. Comme Rg o — Bgf) est presque plat, on a donc
des presque isomorphismes Hom ) (Bég) @ Ro. B¢V B ORoo M) & B @Ry, Homp, (Bég_l),M')
et Hom (ng) @ Ro.o BW. BM op M') ~ B ®@Ry... Homp, (B(()Z),M’) d’apres le lemme 9.1.8. Par

presque fidele platitude de B((,g) sur Ro, o, 'application Hompg, (B((,g), M’) — Homg, (Bég_l), M’) (déduite
(n—1)

0,00

de l'inclusion Bgso B(()Z)) est presque surjective. [l

Soient z” = (27 )nen € limHomp, (BéZ),M”) et m € Nsg. Montrons qu'il existe une suite (y,)nen avec

Yn € Homp, (Bf)g), M) telle que vy (yn) = Tl et Y| Bt = Yn—1 pOUr tout n € N~g.
Si n € N, 'exactitude de la suite
0 — Homp, . (B&, M') — Homp, . (B&), M) — Hompg, . (B, M") — (= 0)

montre qu’il existe yf«bo) € Homg, (Bég),M) tel que v*(y,(lo)) = Tm+12,. Soit N € Nso. Supposons qu’on
a construit une suite yV=1 = (ylefl))neN avec y Y € Homp, (B&L),M) pour tout n € N, telle que

N (N-1) (N-1)
Vs (y(Nfl)) = ( Hl 7Tm+n)9€" et telle que Yppe - = Yn-1 ~ pour tout n < N. Comme
n= hed

(N-1) (N—1) _
Vs (yN‘B(N T YN ) (H 7Tm+n) N\B(N 1 xX/—l) =0

(dans Hompg, (B(()év_l), M")), on a y =D yg\,N 11) € Homg, (B(()év_l), M'"). Dapres la (presque) propriété

N|BY Y
de Mittag-Leffler (lemme 3.3.8), on a

7rm+N+1< EVJTB}A)[ H— y§VN 11)) € Im (Homp, (B, M) — Hompg, _ (BL' ™Y, M"))

i.e. il existe zy € Hompg, (Béév), M’) tel que Iy BY D = Tmt N+ <yj(vl\‘f;(11371) y§VN 11)) soit (Wm+N+1y§VN_1) _
N—1 N N-1) . N—1
ZN) B = 7Tm+1\/+1y](\,_1 ). On pose alors y,(l ) _ ﬁm+N+1y7(Z ) sin#£ Net 3/1(\/ ) _ 7Tm+N+1y](\/ )_ZN- Par

N+1
construction, on a y%N) € Homp, _, (B((,g), M) pour tout n € N, v, (y(N ) ( H 7rm+n)x” et y(]l\gm,l) yéN)
s N| Do

pour tout n < N.

Z P’
OIl a 7Tn+1 € Tn +pRO n+1 dOIlC 7Tn+1RO n+1l — 7T7LRO n+1; d OU. H 7TrrL+nR0 oo — 7Tm+N RO m+N D 7TmRO m+N
n=1

pour tout N € Nsg. Il existe donc Ay, v € Ro,00 tel que mp, = Apy N H Tmtn. 91 n > N + 1, on a alors

n=1

n n n n
Mmoo Il Tmar = Am,N+1. En multipliant 1'égalité v, (( 11 7Tm+r)y,(10) — ( 11 7Tm+,,) zN) = ( I1 7Tm+r)$/ﬁ
r=N-+42 r=2 r=N-+42 r=1



n

(qui n’est autre que 1'égalité v, (y(”*l)) = ( I1 7rm+r)x”) par Apn, o0 & U (Yp) = Mm@l avec y, = )\m71y,(lo) —
r=1

Am,N+1%p. Par construction, y = (yn)nen € lim Hompg, (B(()Z), M) et v,(y) = ma” i.e.

n

mmz” € Im (hﬁlHomRo,m (B, M) — lim Homp, ., (B(()g),M”)).

oo 7
n n

Comme c’est vrai pour tout m € N+ et tout 2" € lim Homp, . (B(()Z), M”), on a bien la presque projectivité de

n

Boo sur Ry . O
Lemme 3.3.9. — Le produit tensoriel R/O(; R, B est séparé pour la topologie p-adique.
Démonstration. — D’apres le lemme 3.3.7, il existe un Ry -module libre L (qui est donc aussi un Ry-module

libre), des homomorphismes Ry oo-linéaires u: Boo — L et v: L — By tels que le composé By 5 L5 By, soit
la multiplication par p (parce que m; = e — 1 divise p. En complétant pour la topologie p-adique, on en déduit

que le composé B B Boo est la multiplication par p (ol L est le séparé complété de L pour la topologie
p-adique) et donc que le composé

Ro(p) @Ry Boo ———— Ro(p) @R, L, Ry(p) ®R, B
est la multiplication par p. Si x € (] p™ (R/O(T» @R, 1/3;), alors (Idﬁg‘(\) ®ﬂ) () = 0 vu que R/O(T» ®p, L est
meN P

séparé pour la topologie p-adique d’apres le lemme 3.3.5. Il en résulte que px = 0 et donc x = 0 dans R/O\) R R, E;
(comme B C R est sans p-torsion, il en est de méme de Boo et donc de Ro(p) ® Ry Boo par platltude de }?0(\) sur
Ry). LY homomorphlsme B — Boo 6tant injectif, il en est de méme de }?0\) @R, B— % @Ry Boo,ctonaz =0
dans RO () DRo B. O

~

Lemme 3.3.10. — On a (R/o@ &Ry E) ﬂp(]i’/o(; ®R, }_3) :p(li’/o(; @R, E)

Démonstration. — La suite 0 — pB — B — R/pR est exacte. Il en est donc de méme de la suite 0 — p(}?o(\p) ® R,
E) — (% ®R, E) — (% ® R, E) /p(% ® R, }_%) par platitude de }?0(\1,) sur Rp. O

Lemme 3.3.11. — Siz € R/O(\p) ® R, B est tel que x € N pm(R/O(T» ® R, E), alors x = 0.
meN

Démonstration. — L’anneau Ro(p) QR R n’a pas de p-torsion car R n’a pas de p- torsmn (proposition 2.0.3)

et RO (p) est plat sur Rg. Pour m € N, il existe donc un unique x,, € RO (») ®Ro R tel que z = p™z,,. En

particulier, on a xp, = pTm,4+1 pour tout m € N. Supposons que Z,, € Ry(,) @R, B pour un certain m € N. On a

~

= pTm41 € (RO p)®RDB) ﬁp(R/O;)@)ROR) = p(%@Rog) d’apres le lemme 3.3.10, d’ott 2,41 € R/O;)@)ROB\

vu que RO (») ®Ro R n’a pas de p-torsion. Une récurrence montre donc que ,, € RO (p) @Ry B pour tout m € N.

Onadoncze (] p (Ro(p) ®R, B) d’ott z = 0 d’apres le lemme 3.3.9. |
meN

=~ —

Démonstration de la proposition 3.8.4. — Soit © = E a; @ x; € ﬂ pm (R/O(T» ®R, }_%), avec aj € Ry et
=

T; € R. Pour j € {1,...,7}, on a T; = Z ptTj, avec T, € R. La sous-Ry-algebre de R engendrée par la

famille {a:J n}1<J<T est réunion denombrable de R-algebres finies : elle est donc contenue dans une Ry-algebre
neN

~

B, réunion croissante dénombrable de Ry-algebres finies et normales. On a alors x € R/O(T» R R, B - R/O(\p) R R, R.
D’apres le lemme 3.3.11, on a = 0 ce qu’on voulait. |



CHAPITRE 4

RAPPELS SUR L’ANNEAU Byr DE HYODO

4.1. L’anneau Byt et sa cohomologie galoisienne

Dans [37], Hyodo a construit un anneau Byp (qu’il note So, dans loc. cit., ce qu’on va éviter pour des raisons
assez claires), qui lui sert & définir la notion de représentation de Hodge-Tate dans le cas relatif. L’objet de cette
partie est de rappeler cette construction et les propriétés galoisiennes de cet anneau.

On dispose d’une extension canonique (construite par Faltings)

0—C—M-—QLoC(—1)—0

dont la construction est rappelée dans la section 3.1. Elle est Gr-équivariante et scindée, mais pas de fagon

canonique ni équivariante. Pour n € N+, on pose B%Tm = Symg, M et By = li_n>1B%T7n, les morphimes de
n
transition B%T,n — B%T7n+1 étant donnés par (11 ® - Q@ zp] — [l ® 21 ® - - - ® x,]. Explicitons cet anneau.

Choisissons une base ¢ du Gp-module Z,(1) (on a donc g(t) = X(g)t pour tout g € Gr). Rappelons que
d
dl dlo
M= Og @ o= g

ot dlog(e) = (dlog (a(")))neN et dlog (T3) = (dlog (T, (")))neN pour i € {1,. d} L’action de Gp est semi-
linéaire et vérifie g(t ' dlog(e)) =t~ dlog(e) et g(t ' dlog (T3)) = x(g) "t dlog (T;)+x(g9) " "ei(g)t—" dlog(e)
ol ¢;: Gr — Z, est défini par g(Ti(")) = (8("))Ci(g)ﬂ(") pour g € Gr et n € N.

Munissons I’anneau de polynémes C[Vi, ..., Vy] de Paction (semi-linéaire) de Gr donnée par
9(Vi) = x(9) 7' (Vi + ci(g))
pour ¢ € {1,...,d}. Pour n € N5, on note C<,[Vi,...,Vq] le sous-C-module des polynémes de degré < n. Ce

dernier est stable sous Gr. On définit une application C-linéaire en posant
fo: C<nVi,..., Vg — BHTn
ny na -1 ®(n—|n|) - ®n1 - ®na
VitV s | (¢ dlog(e)) ® (t71dlog (T1))"" @ -+ @ (t ' dlog (Tu))
pour n = (ny,...,n4) € N? tel que |n| =nq + -+ + ng < n. La description explicite de M montre que c’est un
isomorphisme Gg-équivariant (remarquons qu'ici t~1 dlog(e) « joue le role » du 1 dans la formule [1®@z1®- - -®x,]

donnant les morphismes de transition). Par ailleurs, la famille (fy,)nen., est un systéme inductif. En passant &
la limite, on obtient un isomorphisme Ggr-équivariant

ClVi,..., V4] = Blp.

Lemme 4.1.1. — Soit A une Q,,-algébre et c € Q;. Munissons l'anneau de polynémes A[V] de laction de Z,~y
définie par (V) =V + ¢ (Uaction étant triviale sur A). On a alors

A sig=0
Hq(Zp’y,A[V]) - {0 sinon

Démonstration. — La cohomologie en question est calculée par le complexe suivant



Posons Py(V) =1, Pi(V) =V et Py(V) =V (V —¢)---(V = (n = 1)¢) pour n > 2. La famille (P,(V)), _y est

une base de A[V]. Par ailleurs, on a (y — 1)(P,(V)) = ncP,—1(V). Comme ¢ # 0, on en déduit que v — 1 est
surjectif sur A[V], et que son noyau est APy = A, ce qu’on voulait. O

Rappelons que Hp = Ker (Gr — Tk).

Proposition 4.1.2. — On a
H0(7‘~(R, C) sig=0

0 sinon.

HY(Hg,BYr) = {

Démonstration. — Posons P = CHR[Vy, ... V4] = (C[Vl, ce Vd])HR, muni de l’action de I'g induite par celle
décrite plus haut (action semi-linéaire telle que g(Vi) = x(g9)~' (Vi + ci(9))), et P =CH"r[Vy,...,V4 C P muni
de l'action induite. Comme H?(Hp,C) = 0 pour ¢ > 0 (cf. proposition 3.1.1), et comme on a un isomorphisme
de Ggr-modules C[Vi,..., Vy] = B%T, il Sagit de calculer H® (fR, P).

Filtrons P par fil" P = C V1, ..., Va] (polynomes de degré < n) et P par la filtration 1ndu1te La filtration
est stable pour action de T'g. Les gradués associés sont donnés par gr” P = (SymgﬁR ( @ CHRVi)) (—n) et

i=1
d —_ ~ —_
gr" P = (SymZmR ( @ CHRVi))(—n) =C"r @ 5, g P, ot Paction de T'g sur les V; est triviale.
Comme 'y = @ Z, *yf ) est un Z,-module libre, sa cohomologie & valeurs dans fil" P (resp. P) est donnée par

le complexe de Koszul

K3 (P): - —0—fl"P — (fil"P) —>---—>/\ (" P)! - .. S " P —0— -
associé a la suite (7£R) —1,..., ’y((iR) 1) (resp. par le complexe de Koszul K'( ), ¢f. preuve du lemme 3.1.4).
Il est filtré par

FTKS(P): =0 —fI""P — (A" P) — ... /\ A" P) - S TP 0

(resp. par la filtration induite). Le gradué pour cette filtration est

q
G K3(P) = K3(a" 7 P): 0w P (0 P) o \ (a7 P)

(resp. Gr" K} (75) = K5 (g™ ’ﬁ)) En tant que I'g-module, gr™ " P est trivial (c’est un CMr_module libre), et
g~ P = (CMr Qomign 8" P. Or d’aprs le lemme 3.1.4, 'inclusion CHr —, C™Mr induit un isomorphisme sur la
cohomologie des complexes de Koszul associés, il en est donc de méme pour I'inclusion gr"~" P — gr"™"P :on
a H1(Gr" K3 (P)) = HY(Gr" K3 (P)) pour tout g € N.
On a les suites spectrales pour les complexes filtrés E7'? = H™t(Gr" K3 (P)) = H'T(K3(P)) et Ef’q =
H'+4(Grm K3 (P)) = H (K3 (P)). D’aprs ce qui précede, Iinclusion gr®~" P — gr" " P induit un isomor-
phisme E]? = EP? : il en est de méme sur Paboutissement, i.e. on a H*(K3(P)) = H*(K2(P)) soit encore
H'(fR,'ﬁ) :>H°(fR,'P) On a donc H'(HR,BHT) H* (FR,P)
En appliquant le lemme 4.1.1 & A = CHR[Vl, Vi, V=V, y= 'yl( Vet c=c; (v, (R )) on obtient

H (2,70, RV, V) = {CHR[Vl""’Wl] St

0 sinon.

Une application répétée de la suite spectale de Hochschild-Serre (pour la filtration {0} C Z, ’y%m Cc - C

&bz, ’yj(R) Cc---C fR) implique alors que
j=1
~ o~ [T sig=0
HY(T g, P) = { L
0 sinon,
ce qui acheve la preuve. O

Proposition 4.1.3. — On a

-1 S _
Hq(gR,B%T(T)):{R[p ] sir=0etq=0,1

0 sinon.



Démonstration. — D’aprés la propriété 4.1.2, on a HO(ﬁR,B%T) = HO(ﬁR,C’) = RlpY ®x Ko et
HY(Hpr,BYr) = 0 si ¢ > 0. On a donc H?(Gr,BYr) = HI(T'k,Rp~!] ®K Ks) pour tout ¢ € N. On
conclut grace & [46, Theorems 1 & 2], qui affirment que

Hq(FK,I/(\'oo(r)) ~

K sir=0etq=0,1,
0 sinon.

Hyodo pose ensuite Bur = @ By (r). D’aprés ce qui précede, on a un isomorphisme Gp-équivariant
reZz

ClVa,..., Vg, t,t7'] = Byr.

Corollaire 4.1.4. — On a
Rlp7'] sig=0,1
Hq(gR,BHT) - {0 [p~] q

sinon.

4.2. Finitude de Dy (V)

Gr

g
Soit V € Repq_(Gr) (¢f. définition 8.0.5). On pose Dyrr(V) = (BHT aq, V) " et DY (V) = (B?{T aq, V)
Ce sont des R[p~!]-modules. On veut montrer que Dyr(V) est fini sur R[p~!] (proposition 4.2.6).

Premiere réduction : il suffit de montrer que Dyp.(V) est fini sur R[p~!].

On a Dut(V) = @ Dy (V(4)). 1l s’agit de voir que Dy (V(5)) = 0 sauf pour un nombre fini de j € Z.
jez

On a un homomorphisme injectif d’anneaux (cf. section 3.3) ¥: }:% — 11 }:%\p. Ce dernier induit un homomor-
phisme injectif P
Caq, V(i) — [[ Ckr) ®q, V()
peT
et donc
(C ®Q V Gr _ H ®QP V(j))gR(p)-
peT

Soit z € (C ®q, V(j))gR et U(z) = (wp)per- Si q € T est conjugué de p sous G, alors z, = 0 < x4 = 0.

Mais si p € T est fixé, il n’existe qu'un nombre fini d’entiers j € Z tels que (C(p) ®q, V(j))gR(p) # 0 (les
poids de Hodge-Tate de la représentation Vig,p))-

D’apres ce qui précede, ces entiers ne dépendent que de l'orbite de p sous Gr. Comme il n’y a qu’un nombre
fini d’orbites (si R[p~!] est galoisienne sur Rg[p~!], il y en a autant que d’idéaux premiers de R au-dessus de
pRo), il 'y a qu'un nombre fini de j € Z tel qu'il existe p € T avec (C(p) ®q, V(j))gR (») £ 0, et a fortiori
Diir (V(7)) # 0.

Rappelons (cf. début de 4.1), que Bl = C[V4,. .., Vy], Paction de G étant semi-linéaire, et telle que g(V;) =
x(9)"1(Vi + ci(g)) ot ¢;: Gr — Z,(1) est un cocycle trivial sur Hp. En particulier, Paction de Hp est triviale

T
sur Vi,...,Vy:onaDYp(V) = (((J@QP V)HR[Vl,...,Vd]) :

— Hr -
Deuxieme réduction : on peut supposer que Wy, = (C ®Qq, V) est libre de rang n sur Roo[p~1].

D’apres [2, Proposition 3.6], il existe une sous-R-algebre S de R telle que S[p~!]/R[p~!] est finie étale galoi-
—~ H — ~
sienne, et telle que si Wg = (C ®q, V) S, alors Wy est un Soo[p~1]-module libre et C®Q V>~ C®S 1] Ws

en tant que Gr-modules. Comme S[p~!] est fini sur R[p~1], si (B?{T ®q, V) est fini sur S[p~1], il Vest a fortiori
Or
sur R[p~'], et c’est encore le cas du sous-R[p~!]-module (B%T ®q, V) vu que R[p~!] est noethérien. Quitte a

—~ Hr ~
remplacer R par S, on peut donc supposer que W,, = (C q, V) est libre de rang n sur R [p~1].



D’apreés [2, Théoréme 3.1], il existe un entier m et une base ey,...,e, de 17\/\00 telle que le cocycle ' —
GL, (}A%Oo [p‘l]) défini par Wa, est & valeurs dans GL,, (Rm[p™']). Quitte & remplacer R par Ry, (cf. deuxieme
n o~ — ~
réduction), on peut supposer R,, = R. Posons alors W, = € R [p*1]6j C Weo :onaWs = Reo [p’l] ®Reoo [p—1]
j=1

Wo. Rappelons qu’on a

DYy (V) = ((C ®q, V)HR[x/l,...,Vd])FR - (Woom,...,vd])FR.

Lemme 4.2.1. — (cf. lemme 4.1.1) Soit D un Q,,-espace vectoriel el ¢ € Q;. Supposons D muni d’une action
par automorphismes de I' = Z,~y et munissons Q,[V] de laction de T' donnée par v(V) = V + c. Posons
D[V] =D ®q, Q,[V], muni de l'action produit. Alors on a un isomorphisme

fy: DE— (D[V])"

T D N O T X1
n=0 '

ot DFuni = {3 € D, (3N € N) (1 — )N (z) = 0}.

Démonstration. — Pour n € N, posons P,(V) =V (V —¢)---(V—(n—1)c) (ona Py(V)=1et P (V) =1V).
C’est une base du Q,-espace vectoriel Q,[V]. Par ailleurs, on a (1 —v)(P,(V)) = ncP,—1(V) pour tout n € N.
Un élément y € D[V] s’écrit donc de fagon unique

N
y=> yn®@Pu(V)
n=0

avec Yy, € D. On a alors

N
L= =D (1= ) ® Pu(V) +v(yn) @ ncPoy (V).
n=0
Ainsi, on a y(y) = y si et seulement si (1 —)(yn) + (n 4+ 1)ey(yns1) = 0 pour tout n € N (en posant y, = 0
pour n > N), i.e. Ypi1 = ﬁ’yfl ((1 =) (yn)). On a donc
(=D"

Yn =" (1 =9)"(%0))

pour tout n € N, et yny11 = 0 & (1 — )V (yy) = 0. L’application f, est donc bien définie et c’est un
isomorphisme. [l

Remarque 4.2.2. — Avec les notations du lemme qui précedent, si yn = ny et si (1—y)N(x) =0, 1—n)M(z) =
0 pour z € D, on a (1 — yn)M*N(z) =0, et donc (D% V‘““i)zl’n'um = D(Zp v+Zpn) -uni

Pour n € N et ¢ € Q,, posons P, (V) =V(V —c¢)---(V — (n—1)c).

Lemme 4.2.3. — Sic € Z,\{0}, on a un isomorphisme

o LR (VAVOO[Vl,...,Vd])cf

d _ d
ot pour n = (n1,...,nq) € N, on a (v - 1)2 =TI (v - 1)m et Po(V) = T] Pn,,c(Vi).

%
i=1 =1

Démonstration. — D’apres la remarque qui précede, il suffit d’appliquer le lemme 4.2.1 successivement &
W;()Zp Yi41©-DZp vd)—uni[‘/i’ el ‘/1]
_— c(Zp Vig1D--DZyp vq) -uni _— ) s
pourz’:d,d—l,...,l,carona(WOO[Vl,...,Vi] ! ! :)/vggzmﬂ@ ®Zp va) M, Vi v
que l'action de v;41,...,7q sur Vq,...,V; est triviale. O

-uni

Lemme 4.2.4. — Sig € 'y(JZp etr € Wifﬁ ,on a g(fe(r)) = frg)e(g(@)).



Démonstration. — Rappelons que gy; = ’in(g)g pour tout i € {1,...,d}. En outre, on a g(V;) = x(g9)"'V;, en

particulier, on a g(Pp,c(V)) = x(9) "™ P, \(9)c(V) . On a

—1)nl
s@) = 3 S -1 @ 0 g(Rw)

neNd
— ‘ﬂ| n
= 3 EUE (ex@ — 1) (g(2)  x(9) 2 Pa rereV) = Friore(9(2))-
clalp
neNd =

A partir de maintenant, on suppose que ¢ = p"° est tel que cl 5 < r R.
Zp

o I'r T = -uni o
Lemme 4.2.5. — On a f;1 ((Woo[Vl,...,Vd]) ) C (WOOR ) .

—— — oy
Démonstration. — Soit x € WL'r-1l et f.(x) I'élément de (Woo Vi,..., Vd]) " qu’il définit. Si g € 'yOZ”, on a
g(fe(z)) = fy(g)e(g(x)) d’apres le lemme 4.2.4 : si g(fe(x)) = fe(x), on a fyg)c(9(x)) = fe(x) et en évaluant en
Zp

e —~cT = -uni o
Vi=---=V;=0, on tire g(x) = z : on a donc f ! ((Woo[Vl,...,Vd])FR) C (W(XI;R > . Il s’agit donc de
—~cT = -uni V?p eI = -uni V?p
montrer que (Woo R ) = <WOO R >
Zp
n - - n T = —uni 0
Rappelons que Wso = @ Roo[p~']ej et Woo = Roo[p™!] @ p__[p-1] Wee- Soit 2 = Y zj€; € <WO£R ) .
j=1 j=1

Il existe un entier N > 0 tel que (1 —;)¥(z) =0 pouri € {1,...,d}, et vo(x) = x : si N désigne le sous-R[p~!]-
module de R [p~!] engendré par les éléments ;"' - - - 75" (x;) pour j € {1,...,n} et n; € {0,..., N — 1} (pour
i €{1,...,d}), alors N est de type fini sur R[p~?] et stable sous I'action de cI'g et de ~p. D’aprés [2, Propositions
2.7, 3.4, 3.9 et 3.10], on a N' C Roo[p™!], et donc & € Wa, ce qu'on voulait. O

Proposition 4.2.6. — Dyt (V) est fini sur R[p~1].

cZp

Démonstration. — Apres les réductions, et d’apres le lemme 4.2.5, il suffit de montrer que (ng f*_uni) est

cZ
P
Yo

fini sur R[p~!]. Soit z = 3" wzje; € (W;fﬁ'u“i) (on a z; € Roo[p™!] pour j € {1,...,n}). Il existe m € N
j=1

tel que m > mg et x; € Ry, [p~!] pour tout j € {1,...,n}.
Sii e {1,...,d}, Vaction de ¢ sur Wy est décrite dans la base B = {ei,...,e,} par une matrice M; €

m—m

4 p -1 ) r 7 <
GL,(R[p~1]) (d’apres les réductions faites). Ecrivons z; = xyz (Ti(m)) , avec xgz € Ryi[p~']. Notons
r=0
(#)

Xr(i) le vecteur colonne dont le j-ieme coeflicient est x j.r» de sorte que le vecteur colonne dont les coeflicients sont

om0y
les coordonnées de = dans la base B est ) x (Ti(m))r. Le vecteur colonne dont les coefficients sont les
r=0

m—mqg _q

coordonnées de (1—7¢)(z) dans la base B est alors Y. (1— (6(m))TcM¢)Xr(i) (Ti(m))r. Si (1-~5)N(z) =0,0na

r=0
m—mq _q| . .
donc ' > (1- (s(m))rcMi)NXﬁz) (Ti(m))r =0, e (1— (E(m))TCMi)NXr(,Z) = 0 pour tout r € {0,...,p" "m0 —
r=0

1}.
Mais la matrice M; n’a qu’un nombre fini de valeurs propres : il existe m; € N tel que la matrice 1 — (s(m))TcMi
est inversible (dans M, (Frac R[p~!])) deés que v(r) < m—m;. Quitte & augmenter mg, on peut supposer m; < m.

c

On a donc X? =0 dés que r # 0, i.e. z; € Ry [p ).

De méme, l'action de ~§ est décrite dans la base B par une matrice My, et le vecteur colonne dont les

m—mg _

coefficients sont les coordonnées de = dans la base B est > (E(m))TXT(O), ott X est a coefficients dans

=0

R,CnF E[p~1]. Si s € N, le vecteur colonne dont les coefficients sont les coordonnées de ;" ’ (z) dans la base B est

m—mq _ 1

alors > (5(7”))“(70)@ Mé)s XT(O).
r=0



Onamy+s+a>v(l—x()?)>mg+s—b (ot a,b € N sont des constantes ne dépendant que de
R, ¢f. [2, Lemme 3.7], rappelons aussi que ¢ = p{*). Soit r € {0,...,p™ "™ — 1} tel que v(r) < m — 2mg + b.
Posons s, = m — 2mg — v(r) +b € N. On a alors v(1 — x(70)") > m —mg — v(r) dott r = rx(y0)®"

mod p™~"0 Z,. Comme &(x) = x et donc 4*" () = 2, on a alors (8(m))rx(w)‘”’ M X0 = (s(m))rXﬁo). Mais
m—mo—v(r)+a+b>v(l—x(7)P") >m—mg—ov(r) ronarx(y)? —r=up™ ™ avec0 < a, <a+b
et w e Z). On a donc (1 — (elmo—er) A2 ) X0 = 0.

Quitte & augmenter myg, on peut supposer mg > a+ b, de sorte qu’on a toujours e(mo =) £ 1. Si X,. # 0, alors
Mj a une valeur propre de la forme (e(mo—ar+s))" (ot v € Z, ). Comme My n’a qu'un nombre fini de valeurs
propres, cela implique qu'il existe m{, € N (qui ne dépend que de V) tel que X, # 0 = mo — o, + s, < my, soit
encore X, # 0 = v(r) > m — my — m{ — a (quitte & augmenter mg, on peut supposer my > mo — (a + b), de

mh+a
sorte que m —mgy —m( —a < m — 2mg + b). Cela implique que les x; sont fixes par 5" 0
Comme les x; sont fixes par 7{,...,75, ona z; € RmoerHa[p*l] pour tout j € {1,...,n}. Ainsi,
’YC Zp n
CFE -uni | ° -1
Woo g @ ng+m6+a [p ]eJ
i=1
est fini sur R[p~!]. O

Définition 4.2.7. — (cf. Hyodo [37,]) Soit V € RepQP (Gr). Rappelons que V est de Hodge-Tate lorsque
I’homomorphisme naturel

ant: Bur ®@pp-1) Dur(V) — Bur ®q,V
(déduit de I'inclusion Dyt (V) C Bur ®q, V') est un isomorphisme. La sous-catégorie pleine de Repq (Gr) dont
les objets sont les représentations p-adiques de Hodge-Tate est notée Repy(Gr).

SiV € Repyr(9r), le R[p~']-module est projectif de rang dimg_ (V). Cela résulte de ce que Bur ® gip—1) Dur (V)
est libre sur Byt et de la fidéle platitude de Byt sur R[p~!] (car Byt est libre sur C' qui est fidelement plat sur
R[p~!] d’aprés le théoreme 3.2.3).

Proposition 4.2.8. — Soit V € Repyr(Gr), alors il existe une sous-R-algeébre S de R telle que S[p~']/R[p~™]
est finie étale galoisienne et telle que S[p™'] @ rpp-1) Dur (V) est libre sur S[p~].

Démonstration. — Posons D = Dyt (V). Remarquons tout d’abord que si S est une sous-R-algebre S de R telle
que S[p~t]/R[p~1] est finie étale galoisienne, on a
(Bur ©q,V)” = (Bur ©pp-1 Dur(V))*
= B{ ®rjp-1 Dur(V) = Slp~"'] ®gjp-1 Dur(V)
(¢f. corollaire 4.1.4). On donc peut faire la deuxiéme réduction : quitte a remplacer R par une R-algebre S comme
dans I'énoncé, on peut supposer que Wa, = (C®q, V) 97 ost libre de rang n sur Roo[p1]. Il existe alors un
sous- R [p~t]-module W, de Woo stable par I'g tel que C ®q, V >~ C ®g_[p-1] We en tant que Gr-modules.
On a alors (¢f. lemme 4.2.5
DC RVi,...,Va, t,t7 Y @r. Weo.
Cette inclusion induit un homomorphisme R [p~'][t, ¢ !]-linéaire

Reo[p Vi, Vs t, 7 @ppp-1] D =5 Roo[p VA, - Vs 6,7 @ fp-1] Wee-

Comme Idpy. ®a = agr(V) est un isomorphisme, il en est de méme de « par fidele platitude de Byr sur
Roo[p™Y[Vi, ..., Va,t,t71] (car C est fidelement plat sur Ro[p~!] en vertu du théoréme 3.2.3). On en déduit que
Roo[p™!] @pRpp-1) D est libre sur Ry [p~!] gréce au lemme suivant.

Lemme 4.2.9. — Soient A un anneau et M un A-module tels que M @4 A[V1,..., Vg, t,t7 ] est libre de rang
fing sur A[Vq, ..., Vg, t,t7 Y. Alors M est libre sur A.

Démonstration. — 1l suffit de tensoriser 'isomorphisme M ®4 A[Vi,..., Vg, t,t7 ] =~ (A[Vi,..., Vq,t, t‘l])" par
A, vu comme A[Vi, ..., Vg, t,t71]-algebre via V; - 0 et t +— 1. O

Si maintenant ei,..., e, est une base du Ro[p~']-module Rc[p™'] @ ppp-1) D, il existe un entier m tel que
;i € Ri[p™t] @ppp-1) D pour tout i € {1,...,n}, et il suffit de prendre S = R,,. O



CHAPITRE 5

L’ANNEAU Bggr

5.1. Construction

Notons R(R) = lim R/pR la limite projective du systéme R/pR « R/pR « --- dans lequel les morphismes

de transition sont donnés par le Frobenius. Lorsqu’aucune confusion n’en résulte, on la notera simplement R. Un
élément de R est une suite (zg,z1,...) avec x, € E/pﬁ et xﬁﬂ = x, pour tout n € N. L’anneau R est parfait.
En effet, le Frobenius de R envoyant (zo,1,Z2,...) sur (xf, o, 21,...), il est injectif, et il est aussi surjectif,
car le Frobenius est surjectif sur R/pR (proposition 2.0.1). En outre, ’lhomomorphisme R — R/pR; x + x( est
surjectif. Notons enfin que 'anneau R est naturellement muni d’une action de Gg. R

Rappelons que pour tout = = (xg,z1,...) € R, il existe une unique suite ((®), (1), ...) d’éléments de R telle
que pour tout n € N, z,, soit la réduction de (™ modulo p et (™ = (x("“))p : 81 Zp, désigne un relevement
quelconque de x,,, dans R, la suite de terme général Eﬁim converge dans R quand m tend vers +oo, et sa
limite (™) ne dépend pas des choix des relevements (cf. [27, I1.1.2.2], ce ne sont autres que les représentants
multiplicatifs des z,, ¢f. [45, II Proposition 8]). Rappelons aussi qu’avec cette écriture, les lois d’anneau de R
sont données par : (z 4 y)™) = liirl (x(”er) + y("+m))pm et (zy)™ = z(My (™) pour n € N. Dans la suite, nous
utiliserons indifférament les deuzlc ézcl)"itures.
En particulier, les suites (5(0), e @ ) et (Ti(o), Ti( ), Ti@), .. ) pour ¢ € {1,...,d} choisies dans la partie 2
définissent des éléments de R notés respectivement € et i Choisissons aussi p = (p(o),p(l),p(2), .. ) € R tel que
P =p.

L’anneau R est muni d’une structure de k-algebre via ’homomorphisme x — (a:, aP ! , xpfz, .. ) (rappelons
que k est parfait). On dispose alors (c¢f. loc. cit.) d’une application

0: W(R)l—»ﬁ

oo
(CLOaalaa’?a' ) L ana’s;n)

n=0

Proposition 5.1.1. — L’application 6 est un homomorphisme de W (k)-algébres.

Démonstration. — 11 suffit de le vérifier modulo p™ pour tout n € N5 (. La réduction 6,, de 8 modulo p” s’insere
dans le diagramme commutatif suivant

W, (R) —=—~R/p"R

| N

W,.(R/pR) ——= W, (R/p"R)

ou l'application f est définie par f(zo,x1,...,%n-1) = (To.n;T1,n,---sTn-1,n) (n-iémes composantes dans
BBy 10 I 0) (0 0 -

R/pR), l'application g par g(yo, Y1, - -, Yn—1) = (yé T 7yfl,)1) mod p" R et ¢, par ¢n (20,21, 2n-1) =
n—1 =

ST p'2P (Clest la n-ieme composante fantome). En effet, on a (g o f)(ao,a1,...,an—1) = (aén), agn), e 7‘17(171)1)
i=0

_ n—1 n—1i _ n—1 . _
mod p"R et donc (¢n © g o f)(ag,a1,...,an—1) = >, D (agn))p mod p"R = ). szEZ) mod p"R =
i=0 i=0

On(ag,ay,...,a,_1). L’application f est un homomorphisme de W, (k)-algebres, lorsque W, (R/pR) est



muni de la structure de W, (k)-algebre donnée par z +— [xpfn] (représentant de Teichmiiller). L’appli-
cation ¢, est un homomorphisme d’anneaux (par définition de la structure d’anneau sur W, (R/p"R)).
L’application g n’est pas un homomorphisme d’anneaux, mais le composé ¢, o g l'est. Cela résulte du fait
que ¢n(20,21,...,2n_1) ne dépend que des restes de zp,...,2,_1 modulo pR. En effet, si \; € R, on a

) n—i . on—i L P I R — iy . . . .
p(zi+pA\i)P —plal = pz(pj YpIN P 77 € p"R vu que v(pz(pj ) =i+ (n—i—v(j)+j>n O
j=1

L’homomorphisme 6 est clairement Gg-équivariant. Posons £ = [p] — p.
Proposition 5.1.2. — L’homomorphisme 0 est surjectif, et son noyau est l'idéal principal engendré par &.

Démonstration. — Comme W (R) est complet pour la topologie p-adique, la surjectivité se vérifie modulo p.
Mais Papplication # modulo p est 61: R — R/pR; x — x¢, qui est surjective comme on 1’a vu plus haut.

Onaf(§) = p® — p = 0. Comme W (R) est séparé et complet pour la topologie p-adique et }:% sans p-torsion
(¢f. proposition 2.0.3), pour voir que Ker(6) = ¢ W (R), il suffit de montrer que pour tout z € Ker(0), il existe
z€ W (R) tel que z — €2 € pW (R). Comme 6(z) = 2(¥) mod p}%, onaz(® ¢ pﬁ. Pour n € N, écrivons xén) =
Qi +pBn avec a,, € Ret 3, € ﬁ On a (o, +pB,)P" = (xé"))pn = x(()o) € pﬁ dota?” € Eﬂpﬁ = pR (proposition
2.0.3). On a donc a,, = p(™a, avec o/, € R, car (a;)pn € Retal, € Rp~']. Siy™ =a/, + (p(”))pn_lﬂn, on
a xén) = pMy™) pour tout n € N. Comme z¢ € R et ﬁ est sans p-torsion, la suite (y(o),y(l), .. ) définit un
¢lément y € R, tel que xg = py : on a alors x — {[y] =z — [py] mod pW (R) et donc z — £[y] e pW (R). O

L’homomorphisme 6 induit un homomorphisme W (R)[p~!] — C, encore noté 6.

Définition 5.1.3. — On note BY{ (R) =1lim W (R)[p~']/(Ker(6))" le séparé complété de 'anneau W (R) [p~]
pour la topologie Ker(#)-adique.

On obtient ainsi une W[p~!]-algébre munie d'une action de Gr. L’homomorphisme @ se prolonge en un ho-
momorphisme deg (R) — C, encore noté 0. Remarquons que cette construction est fonctorielle en R, mais que
deg ne dépend que de R. Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, on notera simplement deg .

0 n—1

Dans BY;", on dispose de I'élément ¢ = log ([e]) = 3 % ([e] = 1)". En effet, la série converge parce que

n=1

[e] — 1 € Ker(f), et Iaction de Gg sur t est donnée par g(t) = x(g)t (parce que g(e) = ex(9)).
Proposition 5.1.4. — On a ¢BY{ = ([e] — 1) BYF = Ker(6).

Démonstration. — Par fonctorialité, on a une application BY{ (Z,) — BYF (R). Mais Panneau By (Z,) est
I'anneau des entiers du corps des périodes p-adiques associé a Q,, dans [27, 11.1.5]. 11 suffit donc de vérifier
lassertion lorsque R = Z,, cf. loc. cit. [I1.1.5.4]. O

Proposition 5.1.5. — L’anneau deg n’a pas de t-torsion.

Démonstration. — D’apres la proposition 5.1.4, il suffit de vérifier que deg n’a pas de &-torsion. Cela résulte du

oo
fait que W (R)[p~!] n’a pas de &-torsion. En effet, si # € W (R)[p~!] est non nul, on peut écrire z = Y p"[ay]
n=r

avec x, € R et x, # 0. Si & = 0, on a, apres division par p” et réduction modulo p, I’égalité px, = 0 dans R.

En relevant dans R, on obtient p(")xsn) = 0 pour tout n € N et donc xﬁ") = 0 vu que R n’a pas de p-torsion
(proposition 2.0.3), soit x, = 0 : contradiction. O

Définition 5.1.6. — On pose B}z (R) = BYF (R)[t'].

C’est une W[p~1]-algebre munie d'une action de Gr. La encore, cette construction est fonctorielle en R, et
BYg (R) ne dépend que de R. La encore, on notera simplement By quand il n’y a pas d’ambiguité. D’aprés la
proposition 5.1.5, ng est un sous-anneau de BJg.

En étendant ¢ par R-linéarité, on obtient un homomorphisme 6r: R @w W (R) — R.

Définition 5.1.7. — (cf. [27,1.2.2]). Notons Aiy¢ (R/R) le séparé complété de R@w W (R) pour la topologie

définie par 'idéal 9;%1 (pg) (engendré par p et Ker(fg)). On note encore 0r: Ajpnf (E/R) — R I’homomorphisme
induit.



~

D’apres loc. cit., Ams (R/R) — R (resp. Ains (R/R)/(Ker(6g))™™ — R) est un R- epalsblbsement pro-
infinitésimal (resp infinitésimal d’ ordre < m) formel p-adique universel de R Cela signifie que Aj,¢ (R/ R) — R
(resp. Ainf (R/R) /(Ker(8r))™ ! — R) est un objet initial de la catégorie dont les objets sont les homomor-
phismes de R-algébres f4: A — R tels que A est séparé et complet pour la topologie (Ker(64) + pA)-adique
(resp. et tels que Ker(64)™"! = 0), avec les morphismes évidents.

L’homomorphisme 6z: Ajns (R/R) — R induit un homomorphisme surjectif 0z: A (R/R)[p~'] — C.
Proposition 5.1.8. — Pour tout m € N, on a un isomorphisme naturel

Ain (B/Ro) ™11/ (Ker(0,))™ " = At (B/R)[p™"]/(Ker(8r))™ .

Démonstration. — Comme Aj,¢ (ﬁ/ﬁ’)/(Kelr(HR))mJrl — R est un R-épaississement, c’est a fortiori un Rg-
épaississement : il existe un unique morphisme de R-épaississements infinitésimaux

a: At (R/Ro)/(Ker(05,))™ " — Asme (R/R)/(Ker(65))™ "
Il s’agit de voir que c’est un isomorphisme quand on inverse p.

Notons D,, le séparé complété de R @ g, Aint (ﬁ/ Ro)/(Ker(6g,))™"* pour la topologie p-adique. L’homomor-
phisme a se prolonge par R-linéarité en R ®pr, Aint (ﬁ/RO)/(Ker(GRD))”"”rl — Ajnf (ﬁ/R)/(Ker(@R))mJrl et donc
en Dy — Aur (B/R)/(Ker(05))™ .

Par ailleurs I’homomorphisme g, induit un homomorphisme R-linéaire surjectif D,, — ﬁ ce qui munit
Dy, — R d’une structure naturelle de R—epa1551ssement infinitésimal d’ordre < m formel p-adique universel
de R. Par universalité de Aine (R/R)/(Ker(GR))mJrl — R, il existe un unique morphisme de R-épaississements

infinitésimaux Aj,¢ (R/ R)/(Ker(fr))™** — D,,, ce qui fournit un inverse a ’application (déduite de a) construite
plus haut (par unicité).

Comme Ro[p~'] — R[p~'] est étale 'homomorphisme de Ro-algébres R[p~'] — C' se releve de fagon unique
en un homomorphisme R[p~!] — Ains (R/Ro)[p~']/(Ker(fg, )™

R[p~!] C

Rol[p™'] = Aint (R/Ro) [p~"]/ (Ker(0r,)) ™+

Asn (R/Ro)/(Kex(6g,))™+!. On en

Mais comme R est fini sur Ry, il existe §,, € N tel que R s’envoie dans
déduit une application

R ®R, Ant (ﬁ/Ro)/(Ker(GRD))mJrl 1m inf (R/RO)/(Ker(GRD))mJrl

pSm

et donc D,,, — Ains (R/Ro)/(Ker(fg, )™ vu que le but est séparé et complet pour la topologie p-adique.

P
En inversant p, on en déduit un homomorphisme R[p~!]-linéaire Dy, [p~'] — Aine (R/Ro)[p "]/ (Ker(6g,))" ",
qui par unicité est inverse de a. [l

Définition 5.1.9. — On note Bl (R) = lim Ajpn¢ (ﬁ/R) [p™']/(Ker(r))" le séparé complété de I'anneau

Aint (ﬁ/R) [p~1] pour la topologie Ker(0g)-adique.

On obtient ainsi une R[p~!]-algébre munie d'une action de Gg. L’homomorphisme x se prolonge en un
homomorphisme Bl (R) — C, encore noté 0. Remarquons que comme le composé R[p~1] — BI;(R) Or,
est linclusion, R[p~!] est un sous-anneau de By (R). Par ailleurs, la construction de Bl (R) est fonctorielle
en R, et ’homomorphisme W — R induit un homomorphisme BY; (R) — B (R). En particulier, on dispose
de I’élément ¢ dans BJ,. On verra plus tard (proposition 5.2.2), que ’homomorphisme By (R) — B (R) est
injectif.

Définition 5.1.10. — On pose Bqr(R) = Biz (R)[t7].

C’est une R[p~!]-algebre munie d’'une action de Gg, fonctorielle en R. D’aprés la proposition 5.1.8, les ap-
plications naturelles Bl (Ro) — Big(R) et Bar(Ro) — Bar(R) sont des isomorphismes. On verra plus tard
(proposition 5.2.2) qu elle ne dépend que de R et de T1,...,T, : on notera simplement Byg et B:R quand il n’y
aura pas d’ambiguité.



5.2. Filtration de Bgr

On munit By de la filtration donnée par Fil" BYg = t" deg pour r € Z. C’est une filtration décroissante,
séparée (pour r > 0, c’est la topologie Ker(6)-adique sur deg , ¢f. proposition 5.1.4) et exhaustive. Par ailleurs,
pour tout r € Z, le sous-module Fil” BYy est stable par Gg. Notons Gr® BYy (resp. Gr® By ) le gradué de By
(vesp. de BY") pour cette filtration (resp. la filtration induite).

Proposition 5.2.1. — On a des isomorphismes de Gr-modules Gr®* By ~ C[t] et Gr*BYy ~ C[t,t™ '], la
graduation étant donnée par le degré (on note encore t son image dans Gr! B(YR),

Démonstration. — Cela résulte du fait que B(YPT n’a pas de t-torsion (proposition 5.1.5) et du fait que 6 est
Gr-équivariant. O

Pouri € {1,...,d},onaT;01—-1® [ﬁ] € Ker(fgr) dans RQw W (R) On note u; son image dans Aj,¢ (E/R) et
dans B (R). Comme BJ; (R) est séparé et complet pour la topologie Ker(6)-adique, ’homomorphisme By —
B s’étend en ’homomorphisme

f: BYg [X1,..., Xa] — Bix

X — u;.
Proposition 5.2.2. — f est un isomorphisme.

Démonstration. — Commencons par construire un homomorphisme R[p~!] — B(Ypir [X1,...,X4] prolongeant
I’homomorphisme
g: Og[Th,...,T4] — By [X1,...,X4]

T, — [Ti] + X;.
Posons depf = limW (R)/(Ker(@))n le séparé complété de W (R) pour la topologie Ker(f)-adique. C’est une

W-algebre, qui va nous servir de « structure entiere » dans BJ (ce n’est autre que Aine (R/W), cf. [27, 1.2.2]).
L’homomorphisme 6 s’étend & BY5". Posons aussi Blz = By [X1,- .., Xa]. On note encore 6 ’homomorphisme
B:R — ﬁ qui prolonge 6: depf — R tel que 0(X;) = 0. Bien siir, ’homomorphisme g se factorise par B:R.

Comme Ker (98§R+) = §deg d’apres la proposition 5.1.2, on a Ker(6) = (¢, X4, ..., Xd)B;{R : pour tout n € N,
homomorphisme naturel (W (R) [X1,... 7Xd]])/(g, Xi,... 7Xd)n — B:R (Ker(ﬁ))n est un isomorphisme. En
particulier, BIR (Ker(H))n est séparé et complet pour la topologie p-adique vu que W (R) est complet et
(f,Xl, e ,Xd)n est un idéal fermé.

Soient n € Nxg et gn: W[T1,. .., Ta] — Bl /(Ker(0))" I'homomorphisme Og-linéaire tel que g,(T3) = [T;] +
X; pour i € {1,...,d}. Comme T; est inversible dans R et donc dans R, il en est de méme de ﬁ dans R, et [ﬁ]
est inversible dans BYy . Ainsi g,(7;) est inversible modulo Ker(f), donc inversible, vu que Ker() est nilpotent
dans B;{R (Ker(@))n. L’homomorphisme g, induit donc un unique homomorphisme g, : O [Tlil, e 7Tdﬂ —
B:R / (Ker(@))n, soit encore un unique homomorphisme g, : R — B;{R (Ker(@))n vu que le but est complet
pour la topologie p-adique.

Soit 7 € Nsg. Notons g, »: R®/p"R® — Biz /(»", (Ker(@))") la réduction de g, modulo p”. On a le diagramme
commutatif suivant

Bz / (p,Ker())

R°/p"RY g B:R (pr, (Ker(ﬁ))n)

R/p"R

ott la fldche du haut est donnée par R/p"R — R/pR ~ BY /(p,Ker(9)) (en effet, on a B/ Ker(d) ~ R via 0).
Cela résulte du fait que I'idéal (p, Ker(@)) est nilpotent dans B;{R (pr, (Ker(@))n), et de ce que R est obtenu
a partir de R? en itérant les opérations (ét), (loc) et (comp). Par unicité, les morphismes (g, ,)reN., forment
un systéme projectif. En passant & limite, il existe un unique morphisme g,: R — By /(Ker(8))" qui releve
gn: O[T, ..., Tq — B;{R (Ker(@))n (rappelons que B;{R (Ker(ﬁ))n est séparé et complet pour la topologie
p-adique).

Par unicité encore, les homomorphismes (g, )nen., forment un systéme projectif. En passant & la limite, on en
déduit qu’il existe un unique g: E[p‘l] — deg [X1,...,X4] quiprolonge g: Ok |[Th,...,Tq] — deg [X1,...,Xd]



Pour m € N, on a alors le diagramme commutatif

R[p~] c

T 9; TG

Rlp —2= BY{ [p![X1,. .., Xa]/ Ker(6)™+1.

Comme R[p~'] est étale sur Rlp~'] et Ker(d) C BYa[p~'][X1,..., Xa]/Ker(d) est nilpotent, il existe un

unique homomorphisme R[p~—'] — By [p~[X1,..., X4/ Ker(§)™*! encore noté g (en pointillés sur le dia-
gramme) qui prolonge g: Ok[Th,..., Tyl — BYy p~Y[X1,..., X4]/Ker(@)™+!. Comme R est fini sur R,
il existe d,, € N tel que g envoie R dans p‘dMBdVg[[Xl,...,Xd]]/Ker(O)m+1. Comme ce dernier est com-

plet pour la topologie 9*1(pﬁ)—adique, g induit (par W(R)—linéarité) une application g: Ajnt (ﬁ/R) —
p’dMZ'j’dvFg'[[Xl,...,Xd]}/Ker(@)mJrl et donc un unique homomorphisme g: Ay (R/R)[p~']/ Ker()™ —

By [pYI[X1,. .., Xa]/ Ker(§)™*!. En passant & la limite projective, et en observant que Blz(R) =
lim  Ajng (R/R)[p~1]/Ker(0)™*! et BYF = lim Bizlp~']/ Ker(6)™*!, on en déduit un unique homomor-
phisme

g: BR(R) — BYy [X1, ..., Xa].

Par unicité de g: Rp~] — BYT[X1, ..., X4], le composé B (R) L BYF[X1, ..., Xa] L Bi:(R) coincide
avec I'identité sur R[p~'] C BJ(R). Comme il coincide aussi avec I'identité sur 'image de W (R) (par W (R)-

linéarité), on a go f = IdB:R(R). De méme, le composé f o g coincide avec U'identité sur Ok [Th,..., T4 (car g
releve g: Ok[Th, ..., Ta] — By [X1,...,X4]) et sur W (R) (par W (R)-linéarité encore), c’est l'identité, et f
est bien un isomorphisme. O

La proposition précédente permet d’identifier deg a un sous-anneau de BjR(R). On a alors
Bix(R) = BYq [u1, . .., ud]-

On en déduit aussi que B (R) n’a pas de t-torsion, et donc que B} (R) est un sous-anneau de Bqr (R). En outre,
les anneaux B(J{R(R) et Bar(R) ne dépendent en fait que de R et des T;. Quand cela ne préte pas a confusion, on
les notera donc simplement BjR et B4r.

Proposition 5.2.3. — Les anneaux B&"R et Bar sont des R[p~1]-algébres, de fagon Gr-équivariante, et de sorte
que la restriction de 6 a R[p~!] est Uinclusion dans C.

Démonstration. — Cela résulte du fait que 'anneau R[p~!] est réunion de R[p~!]-algebre étales, du fait que Bl;
est séparé et complet pour la topologie Ker(fg)-adique et du diagramme commutatif suivant

Rp~'|——C
oy
Rp~' ] —=Biy.
L’équivariance provient de I'unicité de la structure de R[p~!]-algebre. |

Remarquons que le composé R[p~!] — Bl 2, € étant 'inclusion, R[p~'] est méme un sous-anneau de Bjj.
Par contre, il n’y a pas de section équivariante a 0g, i.e. les anneaux BjR et Bqr ne sont pas des C-algebres.

Notons R™ la réunion des sous-R-algebres finies étales de R (i.e. de Er, cf. I'introduction), et BT e séparé
complété de R™ pour la topologie p-adique. C’est une sous-R-algebre de R munie d’'une action de Gr. Comme
H°(Gr,C) = R[p™'] (proposition 3.1.8), on a H’(Gr, R™[p~!]) = R[p"]

Proposition 5.2.4. — La structure de R™[p~*]-algebre de B:{R et de Bgr se prolonge de fagon unique en une
structure (Gr-équivariante) de R™[p~1]-algébre.

Démonstration. — Reprenons les notations de la preuve de la proposition 5.2.2 : on dispose d’un morphisme
de R-algebres Bj, — By, ot Biy = BY [us, ..., ud] avec By = lim W (R)/(Ker())". Elle est munie de

I’homomorphisme 6: B(J{R — R. Soit S une R-algebre finie étale contenue dans R. L’idéal Ker(f) étant nilpotent
dans Bip (Ker(ﬁ))n et S étale sur R, 'homomorphisme de R-algébres S — R = Bl / Ker(0) se releve de fagon
unique en un homomorphisme de R-algebres S — B;R (Ker(@))n. Par unicité, on en déduit un homomorphisme
Gr-6équivariant R* — B, /(Ker(d))". L'anneau B, /(Ker(h))" est filtré par les puissances de Ker(9), et le



gradué associé est @@ RE™u}'---ul? : il est séparé et complet pour la topologie p-adique. L’homomorphisme
In|<n

se prolonge donc de fagon unique en Ror — B;{R (Ker(@))n. Par unicité, on obtient ainsi un systeme compatible,
et en passant a la limite, on obtient un homomorphisme Ror B;{R' Ainsi, on a un homomorphisme Gg-
équivariant Z/i’a[p_l] — BJy. Le composé }/%E[p_l] — Bi; b, ¢ étant Vinclusion, Ror [p~!] est un sous-anneau
de B(J{R et de Bygr. O

Munissons B de la filtration donnée par Fil" B}, = (Ker(@))r pour r € N. C’est une filtration décroissante
séparée et exhaustive. Elle est stable par 'action de Gg (car 6 est équivariant).
Rappelons qu'on a Bl = BYg [u1,--.,ud], d’ofl Ker(f) = (t,u1,...,uq) Biz (cf propositions 5.1.4 et 5.2.2).

Pour n € N, on a alors t " Fil"Bj; = (%,..., %) B};. Posons alors
—n e + [W Uq
Fil’ Bag = Zt Fil BdR_BdR[t,...,T}

n=0
et Fil" Bqr = t" Fil° Bgr pour r € Z. On obtient ainsi une filtration décroissante de Bygr, stable par Gr. Notons

Gr® Bl et Gr® Byr le gradué de BJ; et de Bqr respectivement.

Proposition 5.2.5. — On a Gr* Bl ~ C[t,u1,...,U4], la graduation étant donnée par le degré, ou u; désigne
Vimage de u; dans Gr' B:{R

Démonstration. — D’apres la proposition 5.2.2, on a BdR = Bv+ [ui, ..., uq] et donc Ker(0) = (¢t,uq,...,uq) B(J{R.
On a donc Gr* BJ; = (Gr* BY: @1, ..., uq) ot u; désigne 'image de u; dans Gr' Bjy. Comme Gr* BY ~ C[t]
(proposition 5.2.1), on a bien Gr® Blz ~ C[t,u1, ..., Ud). O
Proposition 5.2.6. — On a Gr’ Byg ~ Clvi, ..., va], ot v; désigne l'image de % dans GrY Byr. En particulier,
Gr®*Byr =~ Clv1, ..., va, t,t 7], la graduation étant donnée par le degré en t.

Démonstration. — Comme Fil’ B = B+ [“1 e %} on a Gr’Bgr = BdR [“71, coL, ]/t BjR [%, e %}
Pour i € {1,. d} on a u; = t.% = 0 dans GrYBggr. On a donc Gr’Bgg ~ (Ber /tB )[vl,...,vd] ol v;
désigne 1’1mage de %, j.e. Gr'Bgr ~ Clvy,. .., vq). Pour r € Z, on a donc Gr” Bgg =~ tTC[vl, ...,q] car BjR et
donc Fil° Bar bOIlt sans t-torsion. O
Corollaire 5.2.7. — On a un isomorphisme B%T Z GrYByr de Gr-modules, indépendant des choix faits pour

les ﬁ (ot B%T est 'anneau de Hyodo servant a définir Byt et la notion de représentation de Hodge-Tate, cf.
partie 4).
Démonstration. — Rappelons qu’on a un isomorphisme Gr-équivariant de C-algebres
fiCVA, ..., Vg 5 Birp
envoyant V"' --- V" sur I'image dans B de [(t Ldlog (T ))®nl ® - @ (t7'dlog (Td))®nd} € By |, pOUr

n=(n1,...,nq) € N% et ot O[V4, ..., Vy] est muni de 'action semi-linéaire de G définie par g(V;) = x(g) ! (Vi+
ci(g)) (cf. section 4). Considérons ’homomorphisme C-linéaire h: C[V4,..., V4] — Gr’ By défini par

(%
h(V;) = —=
(Vi) T;
ot Gr° Bgg est identifié & Clvy, . ..,vq] en vertu de la proposition 5.2.6. C’est un isomorphisme ; vérifions qu’il est

Gr-équivariant. Par définition, v; est I'image de ¢~ 'u; dans Gr” Bag : si g € Gr, g(v;) est P'image de g(t)™*(T; ®
1-1 ®g([ﬁ])) =x(g) "t (T®1-1 g4 [ ;]). Comme [¢] = exp(t), on a [e](9) = 1+¢;(9)t mod ¢?Bjy,
on a donc x(9) "t T} ®1—1® [g]*) [ﬁ]) =x(g) Mt (Liel-1® [ﬁ]) —¢i(g) [ﬁ} mod ¢ BJ. Comme
[ﬁ} = T; mod Ker(f), on a g(v;) = x(9)"*(v; — ¢i(9)T;) dans Cr¥Bggr. On a bien g(h(V;)) = g(—T; v;) =
X(9) "M (= T i + eilg)) = h(g(Vi)).

Le composé ho f ~! fournit donc un isomorphisme de Gp-modules B%T Z GrY B4r. Montrons qu’il est indépendant
des choix des T;. Un autre choix est de la forme £%:T}, avec a; € Z,,. Notons v} 'image de t ' (T;®1-1® [ao‘ﬁ])
dans Gr’Bgg. On a vl = v; — Tia;. Comme t~!dlog (ao‘fi) =o; +t 'dlog (ﬁ) (rappelons que ¢! dlog(¢)
s'identifie & 1 dans BYp), on a (hof=1)(t " dlog (ao‘iﬁ)) =a; — T oy = =T, M. O

Proposition 5.2.8. — La filtration Fil® BIR est la filtration induite par la filtration Fil® Bar sur B&"R C Byr.-



Démonstration. — 11 s’agit de montrer que pour tout 7 € N, on a BJz NFil" Bqr = Fil" Blz. On a bien sir
t T Fil” B:{R C Fil° Bgr, donc Fil" B(J{R - B:{R Nt Fil® Bar. Montrons ’'inclusion réciproque par récurrence sur r,
le cas r = 0 étant trivial vu que Fil° B(J{R = B(J{R C Fil° Byr.

Supposons qu'on a (), Biz NFil"(Bqr) C Fil" BJg, et montrons que (*),11 Bl NFil"™ Byr C Fil"t!' B,.
Compte tenu de égalité (x),., 'inclusion Fil" ' BJ; € BJ NFil""! Bgg donne lieu & un homomorphisme surjectif

Ar: GI" By — (Biz NFil"Byr ) /(B NFil"t' Bar ).

Par ailleurs, le composé B(}LR NFil" Bqr — Fil" Bqr — Gr" Bgr se factorise par la projection B(J{R NFil" Bgr —
( B(J{R NFil" Bgr )/( B;{R NFil"" Byr ) en un homomorphisme (injectif)

pir: (Biz NFil"Byr ) /(Biz NFil""" Byr ) — G1" Bag .
d
Rappelons (propositions 5.2.5 et 5.2.6) que Gr” B:R ~ Symg, (Ct o P Cﬂi) (ou w; désigne l'image de wu; dans
i=1
Gr! B(J{R), et Gr" Bgr >~ t"Clvy, ..., vq] (ot v; désigne I'image de % dans Gr’Bggr). Le composé
Gr' Blg 2% (Bir NFil" Bar )/ (Big NFil" ™ Bar ) 2% Gr" Bar
s’'identifie alors a I’homomorphisme C-linéaire

d
Symg (Ct D @ Cﬂi) — t"Cluy,. .., v4)
i=1

To7"1 . . a377d oL, ,Td
(2R TH [ e A v,

(pour r = (ro,...,7rq) € N1 tel que |r| =rog+ri+---+rqg =r). Ce dernier est injectif : A\, est un isomorphisme
et on a bien (*),41. g
Corollaire 5.2.9. — La filtration Fil® Bqr est séparée et exhaustive.

Démonstration. — L’exhaustivité vient du fait que pour tout r € Z, on a t” B:{R C Fil" Bgr. Soit € [ Fil" Bgg.
On peut écrire = t°y avec s € Z et y € BJ;. On a alors y € BIRQTQZ Fil"Bar = TQZ Fil" B&:Rezd’aprés la
proposition 5.2.8. Comme la filtration de B:{R est séparée, on a y =0 i.e. x = 0. O

Corollaire 5.2.10. — Les éléments de Rlp~1]\ {0} C Bar (cf. proposition 5.2.3) ne sont pas diviseurs de zéro.

Démonstration. — Cela résulte du fait que c’est le cas du gradué Gr® Bgr (c¢f. proposition 5.2.6) et de la
séparation de la filtration. O

Corollaire 5.2.11. — La filtration Fil®* BYy est la filtration induite par Fil® Byr sur BYg.

On munit BjR de la topologie faible (pour laquelle les gradués Gr” Bgr sont munis de la topologie p-adique
(et pas de la topologie discrete), et Bqr de la topologie de la limite inductive. Dans ce qui suit, on calcule la
cohomologie galoisienne continue de Byg.

Proposition 5.2.12. — On a

R[p~! ,g=0,1
)< {0 1=0

sinon.
Démonstration. — Pour tout r € Z, on a la suite exacte de Gr-modules
0 — Fil"™ Bgg — Fil" Bggr — Gr" Bgg — 0.
Elle induit la suite exacte longue
- — H7'(Gr, Gr" Bar ) — H(Gr, FiI'™' Bar ) — H?(Gr, Fil" Bar ) — H(Gr, Gr" Bar ) — -

en cohomologie. D’apres le corollaire 5.2.7, on a un isomorphisme de Gr-modules B%T = Gr°Bgg, et donc
B%T(r) 5 Gr" Bggr pour tout € Z. D’apres la proposition 4.1.3, on a donc

Rlp~'Y sir=0etqg=0,1
Hq (gR’ GI‘T BdR) — { [p ] . q

0 sinon.
Pour r 20 et ¢ € N, on a donc H? (QR, Fil"*! BdR) = He (QR, Fil" BdR), d’ou

H (QR, Filt BdR) = {0} (la filtration Fil®* Bqr est séparée d’apres le corollaire 5.2.9)
H9(GR,Fil’ Bar ) = H?(Gr, Bar ).



On en déduit HY(Gg, Fil’ Bar ) = H?(Gr, Gr” Bar ) et donc le résultat. O
5.3. Connexion de Byr

Rappelons (cf. proposition 5.2.2) quon a Bl = Byg [u1,--.,ua]. Pour i € {1,...,d}, on note N; I'unique
ng -dérivation de BIR continue pour la topologie Ker(#)-adique telle que

Ni(u;) = i 5T
(ol §; ; désigne le symbole de Kronecker). La dérivation N; s’étend & Bar car N;(t) = 0. Rappelons (¢f. proposition

2.0.2) que le module des différentielles continues Q}{[pfl] est un R[p~!]-module libre de rang d, admettant la

famille (dlog (T3)) , bour base. On définit une connexion

1<i<

V: Bar — Bar ®R[p—1]ﬁ}z[?fl]

en posant
d
V(z) =Y Ni(z)®dlog (T;)
i=1
pour x € Bgr. On obtient ainsi une connexion intégrable (car les N; commutent deux & deux).

Proposition 5.3.1. — La connexion V commute a l’action de Gg.

d
Démonstration. — Soient g € G et x € Bar. On a g(V(z)) = 3 g(N;(x)) ® dlog (T3). Il suffit donc de vérifier
i=1

que g(N;(z)) = Ni(g(z)) pour ¢ € {1,...,d}. Par ng [wiy ..., Wi, ..., uq-linéarité, il suffit de le vérifier pour
x = uy, et donc pour x = u;. Rappelons que u; est 'image de T; ® 1 — 1 ® [TJ dans B:{R : g(u;) est donc I'image
de T;®1—1®[g]9) [ﬁ], olt ¢;(g) € Zp. On a g(u;) —u; € BYF et done N;(g(u;)) = Ni(u;) = Ti = g(Ni(u;)). O

Proposition 5.8.2. — La connexion V induit la différentielle canonique d: R[p~!] — ﬁ}%[p_l] sur Rlp~1].

Démonstration. — Soit x € R[p~!]. D’apres la proposition 5.3.1, on a g(V(x)) = V(g(z)) = V(x) pour tout
g € Gr. On a donc V() € Qi [p~!] C Bar @gjp-1)Q5[p~ '] d’apres la proposition 5.2.12. L'assertion résulte alors

de ce que V(T;) = dT;. O
Proposition 5.3.3. — On a (BIR )VZO = deg' et BYg" = Big-

Démonstration. — C’est évident pour BIR = B(Ypir [ws, ..., uq]. La deuxiéme assertion résulte de la premiere en
inversant t, sachant que ce dernier est horizontal. O
Remarque 5.3.4. — La proposition précédente justifie a posteriori la notation adoptée pour deg et B(YR.
Corollaire 5.3.5. — On a BjNBYx = BYy -

La dérivation canonique d: R[p~1] — ﬁ}%[pfl] se prolonge en d: Frac(R) — Frac(R) @pgpp-1 Q}%[pfl].

Proposition 5.3.6. — On a Ker (d: Frac(R) — Frac(R) @pgpp-1 ﬁ}%[p_l]) = K (rappelons que K est
algébriquement clos dans R[p~1]).

Démonstration. — Commengons par montrer que Ker (d: Frac(Ro) — Frac(Ro) @ g, [p-1] (AZ}%O p7) =W
On a bien stir dz = 0 pour x € W[p~1]. Soit }?0(\,,) le séparé complété, pour la topologie p-adique, du localisé de Ry
en l'idéal premier pRy. C’est un anneau de valuation discrete complet, admettant p pour uniformisante, de corps
résiduel Frac(Rop ®@w k). Comme Ry est séparé pour la topologie p-adique, ’homomorphisme naturel Frac(Ry) —
R/O(\p) [p~!] est injectif. Il suffit donc de montrer que Ker (d: R/O(\p) p~1 — R/O(\p) [P @ Ro[p-1) Q}%O ') =W[p™'],
ce qui résulte de [10, lemme 2.2.9].

Passons au cas général. On a bien sir do = 0 pour = € K. Réciproquement, soit € Frac(R) tel que

n .
dz = 0. Comme R est fini sur Ry, I'élément = est algébrique sur Frac(Rp) : soit " + > a;z" 7 = 0 (avec

j=1
a; € Frac(Ry) pour j € {1,...,n}) une relation de dépendance de degré minimal. Pour tout ¢ € {1,...,d},
n .
on a y Nij(aj)a"7 = 0, et donc N;(aj) = 0 pour j € {1,...,n} par minimalité de n. On a donc «o; €
j=1

(Frac(Ro))v:O = Wp~!] d’apreés ce qui précede. L'élément = € Frac(R) est donc algébrique sur W[p~!]. En
particulier, il est entier sur R[p~!] qui est normal : on a x € R[p~!], dott z € K. O



Corollaire 5.3.7. — On a HO(QR,B(YR) =K.

Démonstration. — On a B(YR = (BdR)v:O d’apres la proposition 5.3.3. Comme V commute a ’action de Ggr
(proposition 5.3.1), on a H(Gr, By ) = H°(Gr, Bar )VZO = (R[p‘l])vzo = K d’apres la proposition 5.3.6. O

Proposition 5.3.8. — L’application uqr: R[p~'] ®x B(YR — Bqgr est injective.
Démonstration. — Supposons uqgr non injective. Soit « = Z A\j ®@bj, ot \j € R[p~'] et b; € BYg avec 7 > 1
mlmmal pour les propriétés x # 0 et uqr(x ) =0. En partlcuher ona\;#0etb; #0pour je{l,..., }

On a Z)\b —OdoncN(Z)\b) = ZNl( Aj)b; = 0 pour i € {1,...,d}. On a donc N;(A1) D A
j j=1 j=1
A1 ZNl( j)bj :Opourie{l,...,d}, d’ou
j=1

D (VA = MNi(X))b; =0

j=2
pouri € {1,...,d}. Par minimalité de r et le fait que b; # 0 pour j € {2,...,r}, on a donc N;(A1)\; — A1 N;(Aj) =
0 et donc N;(AT'A;) =0 pour i € {1,... d} et j€{2,...,7}. On adonc \{'\; € K pour j € {1,...,r} d’apres
la proposition 5.3.6. On a alors z = A\ ® ( Z AL 1/\ b; ) = 0 ce qui est absurde : uqr est donc injective. O

Proposition 5.3.9. — La connexion V: Byr — Bar ®R[p71]§}%[p_1] a la propriété de Griffith pour la filtration
Fil® B4r.

Démonstration. — 1l s’agit de vérifier que pour tout r € Z, on a V(Fil"Bar ) C Fil"~ ' Bar ®R[p—1] R[p 4.
que pour tout i € {1,...,d}, on a N;(Fil" Bqr ) C Fil""' Bqr. Comme Fil" Bgr = ¢" Fil’ Bag et ¢ ebt hor1zonta1,
il suffit de vérifier que N; (Fil’ Bar ) € Fil ™' Byg.

Rappelons que Fil” Bgg = Bl [%,...,%]. Ona déja N;(BJy ) C By, et N;(u;) = 0 pour j # i. Comme u; est
I'image de T ®1—1®[ ;] dans B, on a N;(u;) = T; = u; + [T3] et doncN(Tz) =W +[:’;—i] €EFil 'Byg. O

5.4. Platitude

Théoréme 5.4.1. — Les R[p~!]-algébres BIR et Bar sont fidélement plates.

Démonstration. — Pour tout i € N, le C-module Gr" B:{R est libre, donc fidelement plat sur R[p~!] d’apres
le théoreme 3.2.3. Posons B; = BjR/FilH'1 BjR. On a BjR = lim B;. Comme B; est extension successive des
Jm
i>0

R[p~']-modules G’ BI; pour j € {0,...,i}, il est plat sur R[p~'].
Soit M un R[p~!]-module de type fini. Montrons que 'application R[p~!]-linéaire naturelle
Fars Big @np-)M — Hm(B; @ -1y M)
i>0
est un isomorphisme. Soit 0 — N — L — M — 0 une suite exacte de R[p~!]-modules avec L libre de rang
fini. Comme R[p~!] et noethérien, le R[p~!]-module N est de type fini. Si i € N, on a la suite exacte 0 —
Bi ®pp-1) N — B; Qgrp-11 L — B; Qppp-1) M — 0 car B; est plat sur R[p~!]. Comme les applications de
transition B;y1 — B; sont surjectives, il en est de méme des applications B;11 ®ppp-11 N — B; ®ppp-11 N. Le
systeme projectif {B; ®gp,-1) N }ien vérifie donc la propriété de Mittag-Leffler. La suite
0— lin(Bl QR[p—1] N) — @(Bz R R[p—1] L)— lin(Bl QO R[p—1] M)—0
i>0 i>0 i>0

est donc exacte. On a donc le diagramme commutatif a lignes exactes

Big @rpp-1)N ——— Big ®@rjp-1)L ——— Bl @rp-1yM ——0

i/fN \LfL \LfM
_ m(Bi ®@ppp-p N) | m(B; @ppp-1y L) lim(B; @ppp-1) M)
>0 >0 >0

—0.



Comme L est un R[p~!]-module libre, f;, est un isomorphisme. On en déduit que fi; est surjective. Comme c’est
vrai pour tout module de type fini M, 'homomorphisme fy est aussi surjectif. Le lemme du serpent implique
alors que Ker(fas) =0 i.e. que fps est un isomorphisme.

Soit maintenant I un idéal de R[p~!]. Si i € N, I'application naturelle B; ® R[p-1] I — Bi est injective (B; est
plat sur R[p~!]). L’homomorphisme @(Bl ®pgp-11 1) — lim B; = B(J{R est donc injectif. En le composant avec

i>0 i>0
Visomorphisme fr: Bip ®gpp-111 — lim(B; ®pgpp-1) 1) (comme R[p~1] est noethérien, I est de type fini), on en
>0

déduit que 'application naturelle B(J{R Qrp-114 — B(J{R est injective. Comme c’est vrai pour tout idéal I de R[p~1],
le R[p~']-module BJ; est plat. Si M est un R[p~']-module tel que BJ; ®pgp,-1)M = 0, alors C ®pg,-1) M =0 vu
que : Bly — C est surjectif. Comme C est fidélement plat sur R[p~!] (théoreme 3.2.3), on a M = 0 et donc
B, est fidelement plat sur R[p~!].

Montrons qu’il en est de méme pour Bqr = B [t ~!]. Par localisation, on sait déja que By est plat sur R[p~!].
Soit M un R[p~!]-module non nul. Il s’agit de montrer que Bgr ®pgpp-11M est non nul. Comme Byr @ gpp-11M =
(Big @rp-1yM)[t7Y], et By @ grpp-11M # 0 par fidele platitude de B, sur R[p~'], il suffit de montrer que ¢ n’est
pas diviseur de zéro dans BZ{R ®gpp-1yM. Soit 0 — N — L — M — 0 une suite exacte de R[p~1]-modules avec
L libre. On a le diagramme commutatif

0 N
v {
0 ——— Big @rp-1N Bir ®@rjp-1)L ————= B @rpp-1)M 0
it it it
0 B g ®prjp-1)N ——————> B ®pjp-1)L ————> Bz @pjp-yM —0

v v

(Bir /tBir) @rpp-1) N — (Big /t BiR) @rjp1) L

la deuxieme colonne étant exacte car L est libre sur R[p~!] et BI; sans t-torsion. Le lemme du serpent im-
plique qu'on a la suite exacte 0 — N’ — (Bly /tBig) ®grp-1y N — (Blg /tBir) ®rp-1] L avec N/ =
Ker(t: Bly @grp-1yM — Blg ®gpp-11M). Comme C est plat sur R[p~!] (théoreme 3.2.3), il en est de méme
de Bji /tBig =~ Clui,...,uq] dott N =0, ce qu’on voulait. O



CHAPITRE 6

L’ANNEAU B,

6.1. Construction

Rappelons qu'on a fixé un relevement o: Ry — Ry du Frobenius (élévation a la puissance p) de Ro/pRo ~
R/wR. Le sous-anneau W est stable par 0. En outre, on dispose du Frobenius sur W (R), qu’on note .

Notation. On note W (R)DP Penveloppe a puissances divisées (compatibles avec les puissances divisées
canoniques sur I'idéal pW (R)) de W (R) relativement & I'idéal Ker(6).

Par fonctorialité, I’action de Gr sur W (R) s’étend a W (R)DP. De méme, 'homomorphisme 6 s’étend en

0: W (R)DP — R (les puissances divisées des éléments de Ker() s’envoient sur 0). L’idéal 6~'(pR) a des
puissances divisées, parce que 'idéal engendré par p a des puissances divisées compatibles a celles de W (R) PP

En particulier, comme ¢(z) = 2P mod p W (R) pour x € W (R), I’endomorphisme ¢ de W (R) s’étend a
DP

W (R)"".

Définition 6.1.1. — On note ACVriS(R) le séparé complété de W (R) PP pour la topologie p-adique.

Cest une W-algebre munie d’une action de Gg. L’anneau AY. (R) est fonctoriel en R, mais il ne dépend

V.. L’homomorphisme 6 s’étend

cris®

que de R. Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, on note simplement A

en 0: ACVriS — R. Son noyau (resp. 9*1(p:)) est 'adhérence du noyau de 6 sur W (R) PP resp. de 9’1(]9%) C

W (R) DP). Ce sont encore des idéaux & puissances divisées. Enfin, le Frobenius ¢ se prolonge a Azis (car il est
continu vu que ¢(p) = p).
Proposition 6.1.2. — On a un isomorphisme
~ DP
w (R) [50, (51, . ]/(p(SQ — fp,p(strl — 6fn)mEN>o — W (R)
ot 6,y 8’envoie sur Y HL(E) (ou y: x> %p)
Démonstration. — Dans une Z,)-algebre, pour rajouter les puissances divisées d’un idéal, il suffit de rajouter

2% drune famille de générateurs de I'idéal. En effet, si m € N

les images par les itérés de 'application v: x +— -

T .
et sim = ) p?m; est Pécriture de m en base p, on a Amyl™ = A7 (y) AT () (y) Py ™ avee an, =

m!p’”"”*(lJerJrO”'err_1)’”“*1(HPJF'”J”)T_Q)""*m1 (car 4" (y) = p~ HPHF2" D™y On a v(ay) = v(m!) — me(1 +
ptetp ) mme (L pt b p ) =y = [ [ [ = (07 e p Mg ) —
(p"2my+---+mz)—---—m, = 0. Onadonc a,, € Z\pZ C Z(Xp). La proposition résulte donc du fait que Ker(9)
est un idéal principal (proposition 5.1.2), ce qui fait que Panneau W (R)[do, 61, .. .]/ (pdo — €7, pOms1 — 5,’7’1)m€N>0
a bien la propriété universelle de I’enveloppe a puissances divisées. O
Corollaire 6.1.3. — Pour tout entier n > 1, on a un isomorphisme

Wn(R) [507 51; . ]/(p50 - fpap5m+l - 5:70”)m€N>0 = Azis /pn Acvris
ot 6, s’envoie sur limage de Y™ 1(€). En particulier, on a un isomorphisme

(R/]}DR) [507 517 .. ]/(57131)m€N = Acvris /p Acvris :

Proposition 6.1.4. — L’anneau AY.. n’a pas de p-torsion.



Démonstration. — Comme AY.. est le séparé complété de W (R)DP pour la topologie p-adique, il suffit de
vérifier que W (R) PP a pas de p-torsion. D’apres la proposition 6.1.2, W (R) PP st isomorphe au quotient
de ’anneau de polynémes W (R) [Xo, X1,...] par I'idéal Z engendré par (pXo — & pXpq1 — Xﬁ)n>1. Soit a €
W (R)[Xo, X1,...] tel que pa € Z. Il s’agit de montrer que o € Z. Il existe un entier N et a0, ...,an €
W (R)[Xo, X1,...] tels que

N

pa = ag(pXo — &) + Z an (pXy — Xg—l)'

n=1
Montrons par récurrence sur N que o« € Z.

Si N =0, onapa=ay(pXo—EP) et donc Pay = p(aXo — ). On a donc ap € pW (R) [Xo, X1,...]- En
effet, si €\ = pu dans W (R), alors 6(pp) = 0 d’olt (i) = 0 (rappelons que R est sans p-torsion d’apres la
proposition 2.0.3) et donc p € EW (R) d’apres la proposition 5.1.2, soit encore A € p W (R), car W (R) n’a pas
de ¢&-torsion (cf. preuve de la proposition 5.1.5). On a donc pa = ap(pXo — &P) € pZ soit € T (comme 'anneau
R est parfait, W (R) est sans p-torsion).

Supposons maintenant N > 0. Pourn € {0,..., N—1},ona a, = B+, (pXn— XX _;) avecdegy,,_, (8,) <p
(division euclidienne du polynéme «, par le polynome pXy — X%, | (unitaire en Xn_1)). On a alors

N
pa = o (pXO - gp) + Z Bn (an - Xzfl)

n=1
N-1
avec By = an + Yo (pXO — fp) + > ’yn(an — Xﬁf1)~ En particulier, on a
n=1

N
pa = —BEP — Z BnXP_; mod pW (R)[Xo, X1,..].

n=1
Si A = W (R)[Xo, X1, o Xn—2s Xnrs Xvgs. ] et B = —oe? — 5 BuX?_, € AlXx_1], on a degy, . (8) <p
et pa = B — BnXR_; mod pA[Xn_1]. Comme A est sans p—torgi:c>1rl, on a By = pBy € pA[Xn_1]. Ainsi, on
a p(a - By (pX - XP_ 1)) 5o (pXO — {p) + Z On (pX - XP_ 1), et I'hypothese de récurrence montre que
o — By (pXn — XP_,) €T et donc a € Z, ce qu'on Voulalt. g

~ (le] = 1)" dans BY;". Comme [¢] — 1 € Ker(6), il a des puissances

Rappelons que t = log ([e]) = > (=1
n=1
divisées dans W (R) PP On peut écrire t = Y (—1)" "1 (n — 1)!([¢] — 1)[n] : la série définissant ¢ converge dans

n=1

AY... Rappelons que Paction de G sur t est donnée par g(t) = x(g)t. L’action de ¢ sur ¢ est donnée par p(t) = pt
(parce que ([e]) = [£]?).

w(R) = AL (R)[p™"] et BYi(R) = BLi(B)IE'] .

Cris

Définition 6.1.5. — On pose BY.

cris

Ce sont des W[p~!]-algebres munies d'une action de Gr et d’un Frobenius ¢. La encore la construction est
fonctorielle en R, et on notera simplement BZI et BX15 quand il n’y a pas d’ambiguité. D’apres la proposition

6.1.4, P’homomorphisme AY;, — BY.L est injectif, et on verra plus tard (corollaire 6.2.3), que BY.E — By, Iest

aussi.

Remarque 6.1.6. — Comme t € Ker() et Ker(f) est un idéal a puissances divisées dans Ay, onat? € pAY,..
En fait, on a t*~! € p AV, (Z,) d’apres [27, 2.3.4].

cris (

Notation. On note W (R)gop Penveloppe & puissances divisées (compatibles avec les puissances divisées
canoniques sur 'idéal p(Ro Qw W (R))) de Ry @w W (R) relativement a 'idéal Ker(0g, ).

C’est une Rg-algebre. Par fonctorialité, I'action de Gr sur Ry ®W W (R) sétend & W (R)gf. Comme
DP
Ro
divisées. On munit Ry @w W (R) du Frobenius 0 ® ¢ (olt le o de gauche désigne le relevement du Frobenius

4 Ry quon s’est donné). Comme (0 ® ¢)(z) = z mod p(Ry ®w W (R)) pour z € Ry ®@w W (R), il s’étend
noté ¢ (cela signifie que p(A\x) = o(N)p(x) pour A € Ry et

précédemment, 'homomorphisme 0p, s’étend en Og,: W (R) — R et lidéal 6 (pR) a des puissances

en un endomorphisme o-linéaire de W (R)ZOP,
DP
zeW (R), Ro )



Définition 6.1.7. — On note Acis(Ro) le séparé complété de W (R) 2: pour la topologie p-adique.

C’est une Rp-algeébre munie d’une action de Gg. L’anneau A.,is(Rp) est fonctoriel en Ry. Lorsqu’il n’y a pas
de risque de confusion, on note simplement Acyis. La encore, 'homomorphisme 6g, s’étend en Op,: Ags — ﬁ,
et son noyau (resp. 0 (pR)) est Padhérence du noyau de 0, sur W (R) 2: (resp. de 0‘1(p}2%) C W (R) }';OP) et
ce sont des idéaux & puissances divisées. Enfin, le Frobenius ¢ se prolonge & A yis.

L’anneau Ay est une AY. -algebre. Pour i € {1,...,d}, notons u; 'image de T; ® 1 — 1 ® [ ;] dans A

cris

Comme u; € Ker(0g,) et Ker(fr,) a des puissances d1v1beeb dans A, on a un homomorphisme de AY., -algébres
Acvrls<Xla [ 7Xd> — Acris
X; — u;.
Ou AZ}&<X1? ..., X4) désigne anneau des polynomes & puissances divisées en les indéterminée Xi,..., X, a
coefficients dans ACVrlS L’anneau A.,is étant séparé et complet pour la topologie p-adique, ce dernier se prolonge
en
f ACrlS{<X1""7Xd>} — ACriS
X; — uj;.
ol Acvris{<X1, ..., Xa)} désigne le séparé complété de Acm (X1,...,Xq) pour la topologie p-adique.
Proposition 6.1.8. — f est un isomorphisme.
Démonstration. — Notons 0: AN {(X1,...,X4)} — R 'unique homomorphisme de W-algebres dont la restric-
tion a Azm est 6 et tel que 9( Z[ ]) = 0 pour tout ¢ € {1,...,d} et n € N5g. On proceéde de fagon analogue

a la preuve de la proposition 5.2.2. Comme dans cette derniere, on commence par montrer que la structure de
W{T*, .. Til} algebre de AY, {(X1,..., X4)} donnée par T; — T; + X; se prolonge de facon unique en une
structure de Rp-algebre (remarquons que comme T; est inversible et Xr =nlX" ("l tend vers 0 pour la topologie
p-adique lorsque 7 tend vers Uinfini, 'élément T; + X; et bien inversible dans Azm{(X 1,--.,Xa)}). Commengons
par le voir modulo p.

Posons A = (R/PPR)[X1,...,Xa]/(XY,..., X}) et notons §: A — R/pR la réduction de § modulo p (sur
R/PPR, cest I'application = — zg, et 6(X;) = 0 pour tout i € {1,...,d}). Son noyau T est l'idéal de A
engendré par p et {Xi}1<¢<d (d’apres la proposition 5.1.2, ’homomorphisme R/pR — R/pR; x ~ o est un
isomorphisme). Notons §: Ro/pRo — R/pR linclusion. C’est un homomorphisme g: Ro/pRy — A/T, tel que
9(Ti) = T; est 'image de T; € A par 6. On a donc un diagramme commutatif

RO/pROC—> A/Z
N

Ti————— T+ X;

Remarquons que Z(¢tD? = 0 dans A. Comme Ry/pRy est obtenu & partir de k[Tlﬂ, .. ,Tjd] en itérant les
opérations (ét), (loc) et (comp) i.e. extension étale, localisation et complétion, I’homomorphisme g se prolonge
de fagon unique en g: Ry/pRo — 4 (en pointillé sur le diagramme). Dans le cas (comp), cela résulte de ce que
R n’a pas de p-torsion (parce que R n’en a pas).

Posons A= AY. (X1,...,X4). On a

A (Adial X1, Xa)) [Xi0, Xins -]/ (pXi0 — X2, pXi g1 — Xf?m)lgi%d
me

(¢f. preuve de la proposition 6.1.2) d’oi
A/pA s (AYs /pAY) X1y Xal [ X0, Xin, -]/ (XP, ijm)lnggvd.
Par ailleurs, d’aprés le corollaire 6.1.3, on a A%, /p ASy ~ (R/PPR)[60, 61, ]/ (65,),, on- donc
A/pA = Al8o, 61, ., Xi0, Xin,--.]/ (68, X )xg\ld

On dispose donc d’un unique homomorphisme de k[Tlﬂ, e, Tfl]—algébres g: Ro/pRo — .,Z/p.,z Relevons-le en
caractéristique 0.



On a une suite
w{rF, ... 7'y =R” c RV c ... ¢ R{Y) = Ry
de sous—W{Tlil, e Tfl}—algébres fermées de R telles que pour tout je{l,...,N}, extension R((ijl) - R(()j)
est du type (ét) (loc) ou (comp). Soit n € Nsq. Si on dispose d’un homomorphisme de k[TE!, ..., TF']-algebres
RY™YprRY™Y - A/p" A, le diagramme commutatif

P L — Y

R(gj_l)/an(gj_l) - o VZ/anZ

se complete donc de fagon unique avec un homomorphisme de jo - / p"R‘gj 71)—a1g‘ebres jo ) / p"R((Jj ) ./T/ p”.Z.
Dans le cas d’une extension de type (comp), on utilise le fait que A n’a pas de p-torsion (ce qui résulte du fait

que AY, n'en a pas d’ apres la proposition 6.1. 4) de la fagon suivante. Si R(J ) est le complété de R(J 2

pour la
topologie Ij-adique, et si .A/ p.A est séparé et complet pour la topologie Ij-adique, il en est de méme de A/ p”.A
qui est donc une R(()J D / p”R(()J de fagon unique. Cela se montre par récurrence sur n, en utilisant le diagramme

a lignes exactes

A/pA L A/pn A A/p—1A 0

- l -

0 - @m AV/(p, IJm)AV—> thm AV/(pna Ijrn)“z—> hLHm -’Z/(pn_ly IJm)AV

0

Il existe donc une unique suite (g,: Ry — .Z/p”j)n en., de morphismes de WATEL, ... TF'}-algebres. Par
unicité, ils forment un systéme projectif : on en déduit un morphismes de W{Tlil, .. 7deﬂ}—algébres g: Ry —

lim A/p" A = AT, {(X1,.... Xa)}.

Notons 6: /T/ p.Z — R/pR la réduction de 6 modulo p. Rappelons que par construction,f o g est Iinclusion
de Ry/pRy dans R/pR. Ainsi, les réductions modulo p de # o g et de I'inclusion de Ry dans R coicident. Comme
R n’a pas de p-torsion, un raisonnement identique au précédent montre qu’ils coicident modulo p™ pour tout
n € Ns1, et donc qu’ils sont égaux.

Par W (R)-linéarité, g se prolonge en g: Ry ®w W (R) — AN {(X1,...,Xa)}, et d’apres ce qui précede,
I’homomorphisme 6 o g: Ry @w W (R) — R est ’homomorphisme #. En particulier, on a g(Ker(GRO)) C

Ker (9 AV (X, X)) — E). Ce dernier ayant des puissances divisées, 'homomorphisme se prolonge en
g: W (R)Df — AV, {(X1,...,X)}. Enfin, comme AY, {(X1,..., X4} est séparé et complet pour la topologie

p-adique, g se prolonge en g: Ay — Azis{<X1, X))
Un raisonement identique a celui finissant la preuve de la proposition 5.2.2 montre alors que g et f sont
bijectifs, inverses I'un de 'autre. [l

La proposition 6.1.8 permet d’identifier AY.., & un sous-anneau de Agris (Ro), et d’écrire

Acris(RO) Ale{<u17 ceey ud>}
En outre, 'anneau Ais(Ro) ne dépend que de R et des T;.

Corollaire 6.1.9. — Pour tout n € N<g, on a un isomorphisme de

W, (R)[T1, - .., Ta, 60,61, -, Xi0, Xi1, - -]/ (P00 — &, DOmg1 — 08, pXi0 — ul, pX; my1 — Xffm) 1<i<d

meN~o

sur Acpis /D" Acris 00 Xim s’envoie sur y™ 1 (u;) et 8, sur y™TH(E). En particulier, on a un isomorphisme

(R/]}DR)[TL Td750a617'~' anXi717'~']/( fadmaX1 m)1<z<d_’Acrls/pAcrls

meN

Proposition 6.1.10. — Ac.is n'a pas de p-torsion.

Démonstration. — D’apres la proposition 6.1.8, il suffit de voir que ’anneau des polynomes a puissances divisées
AY. (X1,...,X4) na pas de p-torsion. Cela résulte du fait que AY.. n’a pas de p-torsion (proposition 6.1.4). En
effet, on a alors AV (X1, Xa) C AL Y[ X, X O

Définition 6.1.11. — On pose ch(Ro) = Aqis(Ro)[p~1] et Beis(Ro) = Cm(RO)[t_ ].



Ce sont des Rg[p~!]-algebres munies d'une action de Gr et d’un Frobenius ¢ qui est o-linéaire. La encore
la construction est fonctorielle en Ry, et on notera BCrlS et Beis lorsqu’aucune confusion n’en résulte. D’apres
la proposition 6.1.10, ’lhomomorphisme A..s — Bl est injectif, et on verra plus tard (corollaire 6.2.3), que

Cris
BZFHS — Beris Vest aussi.

Rappelons que RS désigne la réunion des sous-Rp-algebres finies étales de R et ]/%—(‘F son séparé complété
pour la topologie p-adique. D’apres ce qui précede, ’anneau Acm est une R{'-algebre. Comme A5 est séparé
et complet pour la topologie p-adique, c’est donc en fait une R T_algebre, et les anneaux B
R [p~1]-algebres.

oris €0 Beris sont des

2. Relations avec Bgr

6.2.1. Plongements dans Bgr. —
Sin € Nsg, on dispose de 'homomorphisme

Ry®@w W (R) = (Row W (R))[p~ "]/ (Ker(0r))" — At (ﬁ/R) [p~']/ Ker(0)" = By /(Ker(9))".

Comme By (Ker(@))n admet des puissances divisées relativement a 1'idéal Ker(@R)/(Ker(ﬁR))n (car p est
DP

inversible), il induit un homomorphisme W (R) = — B/ /(Ker(6r))". Comme le gradué de B, /(Ker(fr))"
(pour la filtration définie par les puissances de 'idéal Ker(GR)/(Ker(ﬁR))n) est un C-module libre de rang fini
(proposition 5.2.5), il se prolonge en un homomorphisme Ags — B:{R (Ker(ﬁR))n. Ces homomorphismes sont
bien stir compatibles entre eux pour n € N<( : on a un homomorphisme naturel A ;s — BjR.

De méme, on dispose d’un homomorphisme naturel AY. — deg . Notons qu’avec les isomorphismes des

Crlb
propositions 5.2.2 et 6.1.8, ’homomorphisme A s — B r S'identifie alors a '’homomorphisme naturel

Acvris{<u17"-7 >}_>B [[Ul,...,udﬂ.

Proposition 6.2.1. — Les homomorphismes Acs — B:{ et AY. B(Ypir sont injectifs.

Cris
Démonstration. — Notons h: AY..
momorphisme AY; {(u1,...,ua)} — BYg [u1,- . .,uq] résultant de celle de h, il suffit de vérifier cette derniere.

—

et donc un homomorphisme By — AV [p~1] (o

— Bd Y+ I’homomorphisme naturel construit plus haut. L’injectivité de ’ho-

On a un homomorphisme canonique W (R) — AV

Av [p~1] est le séparé complété de AY.

orislD 1 pour la topologie Ker(f)-adique). Cet homomorphisme est un

isomorphisme. Il s’agit donc de montrer que AcvriS est séparé pour la topologie définie par les sous-groupes
{h7H((Ker(0)") }en.y

Sin est un entier non nul, on note JI" I'adhérence (pour la topologie p-adique) de 'idéal de ACrlS engendré
par les £ pour > n. Montrons par récurrence sur n que h~ ((Ker(@)) ) =JM. OnaJ" Ch- ((Ker(G))n)
et JU = h=1(Ker(d)) (proposition 5.1.2). Soit n > 1. Supposons que J~1 = h_l((Ker(G))n_l) et soit
z € hm((Ker(h))"). Alors @ = £[*~Uzg + 21 avec 2o € W (R) et 21 € J. On a alors h(¢"~Uzg) € Ker(6)",
i.e. 7y € Ker(0) = ¢ W (R), soit x € 55”*1]\7\7(73) + Jhl = gl

D’apres le corollaire 6.1.3, Panneau Ay, /p AY,. s’identifie & (R/PPR) 60, 61, --.]/ (6%, )mEN’ ol d,, est 'image

X

de 7m+1(£) (v désignant l’application x +— 7) Avec cette identification, si N € Nsg, I'image de J "] dans

Crlb [

AY. /pAY.. est incluse dans I'idéal engendré par les d,, pour m > N —1. Onadonc (| J™ CpAY
nEN~o

V.. étant sans p-torsion (proposition 6.1.4), on a donc (| J" C p™ AY.. pour tout m € Nsy.
neN-so

est séparé pour la topologie p-adique, ona (| J [n] = {0}, ce qu’on voulait. |

neN~so

cris®

L’anneau AY.

v
Comme A

Corollaire 6.2.2. — Les anneaux Aqis et Acvm sont sans t-torsion.

Démonstration. — Cela résulte de la propriété 6.2.1 et de I’énoncé analogue pour B(J{R et ng (propositions 5.1.5
et 5.2.2). 0

— Beyis et BYE — BY

cris cris cris

— BYR sont injectifs.

Corollaire 6.2.3. — Les homomorphzsmes B
naturels Beris — Bar et BY

sont injectifs. Les homomorphismes

cris

Proposition 6.2.4. — L’application ucis: Ro[p™?] Qwip-1] Bcvris — Beris est injective.



Démonstration. — D’apres la proposition 5.3.8 (appliquée avec R = Ry), I'application uar: Ro[p~?] Owip—1]
B(YR — Bgg est injective. L’injectivité de ucpis résulte alors de la commutativité du diagramme

RO [p_ ] Wip—1] Bcr]s g Bcris

| |

Rolp™") @w(p-1) Bfg ——> Bar
et de l'injectivité de Beis — Bar (corollaire 6.2.3). O

Le corollaire 6.2.3 permet de munir B, et BCrlS de structures supplémentaires, déduites de celles de Bgr.
Pour r € Z, on pose Fil" Beis = Beris NFil” Bggr et Fil” BXIS BXIS NFil" Bgr. On munit ainsi Bes (resp. Bms)
d’une filtration Fil® Beys (resp. Fil® BY,.) décroissante séparée et exhaustive (cf. corollaire 5.2.9).

De meéme, 'anneau Bgr est muni d’une connexion V: Bgr — Bar @Rl _116}{0 [p’l]. Cette derniere est

caractérisée par le fait que le module des sections horizontales de B iR = B [[ul, .., ug] est deg et que
V(u;) = dT; pour i € {1,...,d}. Pour tout entier n, on a V(u E ]) = En 1 ®dﬂ : pour tout T € Agis =
AY {(u1,...,ug)} (cf proposition 6.1.8), on a donc V(z) € A @RSV, La connexion V induit donc une

connexion V Beris — Beris @Ry [p 1]QRD[P 1.
v=0 Av

Cris?

Les sections horizontales de By sont les elements de By : on a donc (Aciis ) et comme p et ¢

sont horizontaux, (Bjms )v 0 _ Bzfg et (ch) = Bcvm,
En outre, la connexion sur Bgs a la propriété de Griffith pour la filtration Fil® B, car c’est le cas sur Bggr
pour la filtration Fil® Bgr (¢f. proposition 5.3.9).

On munit le Ry[p~!]-module (AZ}%O [p~!] de I'unique application o-linéaire ¢ vérifiant p(dz) = do(z) pour

T € Ry.

ce qui la encore justifie les notations a posteriori.

Proposition 6.2.5. — Sur Bes, on a ¢V = V.

Démonstration. — Comme p et ¢ sont horizontaux, cela se vérifie sur ACrlS = Azis{wl, ceyUd)
d
Pour n = (n1,...,n4) € N on pose ul® = [T ul™ et p(u)m H o(u;)™l. Par AY, -lindarité, il suffit de
i=1

vérifier que (p o V) (ul?) = (Vo ) (ul®)) pour tout n € N On a

d d
(Vo) (u) = ZN ) @dlog(Ty) = > 0™ %INi(p(uy)) @ dlog(T)
i=1 j=1
d
:ng yn—e (ZN )) ® dlog(T; ) Zap =851 (p(uy))
j=1
ong; =(0,...,0,1,0,...,0) € N (le 1 étant sur la j-iéme coordonnée). Par ailleurs, on a p(u;) — o(T}) € AYy,
d’'ou V(p(uj)) = do(Tj) = o(Tj)¢(dlog(T})). On a donc
d d
(Vo) (ﬂ[ﬂ]) — ng(ﬂ)m—gﬂ ® o(T;)p(dlog(T, (Z ¢ @ dlog(T. )) = (poV) (Q[ﬂ])
j=1 =1

O

Rappelons (cf. section 3.3), que T désigne 1’ensemble des 1deaux premlers de R au-dessus de pRy. On dispose

d’un homomorphisme naturel Gr,-équivariant W: Ro(p) R, R — I Rp, injectif d’apres la proposition 3.3.3.
peT

En outre, si p € T, on a un homomorphisme de restriction Gz(p) — Gr (ot Gr(p) désigne le groupe de Galois
absolu du corps Ry[p~!], la cloture algébrique de R,[p~!] choisie contenant R,), dont I'image est précisément le
sous-groupe de décomposition Gr(p) de Gr en p (lemme 3.3.1).

L’application ¥ modulo p fournit un homomorphisme injectif R/pR — [] Ep /pRp. En prenant la limite
peT
projective (les morphismes de transition étant donnés par le Frobenius), on en déduit un homomorphisme R(R) —

IT R(p) (ot R(p) = @Rp/pﬁp), d’ott un homomorphisme W (R(R)) — [[ W (R(p)). Ce dernier induit des
peT peT
homomorphismes

Bar(R) — H Bar(p)
peT



et Bcris (RO) - H Bcris(p)
peT

ot Bar(p) (resp. Beis(p)) désigne le séparé complété de Ajyg (Oc(p)/é\p)[p_l] pour la topologie Ker(#)-adique
(resp. le séparé complété, pour la topologie p-adique, de I’enveloppe & puissances divisées de R/O(?» Qw W (R(p))

dans lequel on a inversé p). Ils induisent des homomorphismes Gg,-équivariants

U: Ry [p"] @pyp—1] Bar(R) — H Bar(p
peT

et U: Ry [p™ "] ®rop-1] Beris(Ro) — H Besis(p)
peT

Pour tout p € T, on a un homomorphisme 4, : Bar(p) — Bar (f%;) déduit de 'inclusion Ep — RTP. On a alors

le diagramme commutatif

II Bar(p)
Y peT
RO(p)[P 'l @ Ro[p-1] Bar(R) ll‘[ip
}> [I Bar (ﬁ;)
peT

et un diagramme analoque avec Bis.
Proposition 6.2.6. — U et U sont injectifs (sur R/O(\p) PR, -1 Bar(R) et sur R/O(T» [p71]®30[p_1]Bcris(Ro)),

Démonstration. — Montrons l'injectivité sur R/O(T»[p*l] ®Ro[p-1] Bar(R). Pour \Tl, cela se voit sur le gradué

(les anneaux R/O(\p) [p7] @ gy[p-1) Bar(R) et Bar (R\p) étants munis de la filtration construite en 5.2) : d’apres la

proposition 5.2.6, cela résulte de I'injectivité de ’application %[ e rolp-11C — II C(p), qui est le composé
peT
de U: %[p‘l] @Rop-1) C — II Rplp™] (injectif d’apres la proposition 3.3.3) et de l'inclusion [] Ry[p~'] —
peT peT
1T C(p). L’injectivité de ¥ en résulte.
peT

Sur R, p)[p ] ®Ro[p=1] Beris(Ro), cela résulte de la commutativité du diagramme

Ro[p™] ©Rop-1) Bar(R) pgT Bar (Rp)

T A ¢

— T N R
Rop) [P™"] @Ry fp-1) Beris(Ro) — pI;[T Beris (Ro<p>)

de l'injectivité de U sur }?0(\1,) [P~ ®Ro[p-1] Bar(R) et de la platitude de }?0(\1,) sur Ry. O
Rappelons que la condition (BR) est R = R=Ry [@] (c’est une hypothese de bonne réduction).

Proposition 6.2.7. — Supposons la condition (BR) vérifiée. Alors ’homomorphisme naturel
R[p™"] ®pyp-1) Beris — Bar
est injectif.

Démonstration. — Notons fr ’homomorphisme en question. L’anneau E(\p) [p~!] est le produit des corps ]/%\p [p~1]

(il y en a un nombre fini, autant que d’'idéaux premiers de R au-dessus de pRy). Il est donc plat sur R/O(T»[p*l].
L’homomorphisme

Riplp™1© ¥: Bip)[p™] ©mypp1) Beris(Bo) = Ry @ =1,y (T Bess (Fo))
peT

est donc injectif. Comme E(\p)[p_l] ®R/o$[i"1] ( ];[T Beris (Ro(p))) C I;ITE(;)[Z)_l] ®R/0$[P_1] Beris (Ro(p)), I’ho-
p p

momorphisme composé

p)[p ] ®Ro p—1] BCI‘]b RO - H R(p)[P ] Ro(p)[Pfl] Bcris (RO(p))

peT



est injectif. Ce dernier est le composé de

Vr: R(;D) [pil] @ Ro[p—1] Beris(Ro) — H Ry [p71] ®ﬁga[p—1] Beris (RO(P))
peT
et de p];[T Ry[p~!] ®ﬁoa[ﬁ*1] Beris (Ro(p)) — p];[T R [p~!] ®ﬁoa[p*1] Beris (Ro(p)) déduit, sur la coordonnée
p € T, de l'inclusion ]/:L’\p[p_l] — E(;)[p‘l]. L’homomorphisme U g est donc injectif. On a alors le diagramme

—_— _ \/I; —~
Ropy[p™"] ®Rrop—1] Bar(R) pl;[T Bar (Rp)
E(;) P~ 1®fr TH fay
5 _1 . —_—
R(P) [pil] QRo[p~1] BcriS(RO) pI;IT RP[ ] Rop )[ -1] Beris (Ro(p))

(on a R[p™] ®@pypp-1] ]%/Oa[p*l] = E(;[p’l]). D’apres I'hypothese (BR), le corps R\p[pfl] admet w pour unifor-
misante, et I'extension résiduelle de }/%;[p_l] / %[ 11 est triviale. D’apres [10, Proposition 2.4. 6] I’homomor-
phisme fﬁp : }/%;[p‘l] ®R/0:[p,1] Beris (%) — Bar (Rp) est injectif. Il en est donc de méme de Ry )[ Y& fr
P
et aussi de Ry [p~'] ® fr par fidele platitude de Ro(p) [p~!] sur Ry [p~!]. D’apres le corollaire 5.2.10, les
éléments de Ry \ {0} ne sont pas diviseurs de zéro dans Byr(R) : comme Bgis(Rp) est un sous-anneau de ce
dernier, ’homomorphisme de localisation Beis(Ro) — Ro(p)[p e Rolp—1] Beris(Ro) est injectif. L’anneau R[p™]
étant une Ro[p~']-algebre finie étale donc un Ro[p~']-module projectif, l'application R[p~'] ® g [p—1] Beris(Ro) —
Ry P~ Rolp—]Beris(Ro) est encore injective. L’injectivité de fr résulte donc de la commutativité du diagramme

Ir

R[pil] ®R0[p—1] Bcris(RO)

|

R(P) [p_l] ®Rg[p*1] Bcris(RO)

Bar(R)

|

Rop [P '1®fR B
Rop)[p™'] @ gyfp-1] Bar(R)

O

Remarque 6.2.8. — Dans la démonstration qui précede, la condition (BR) est seulement utilisée pour pouvoir
utiliser [10, Proposition 2.4.6]. Il en résulte qu’elle pourrait étre affaiblie en : pour tout idéal premier p de R
contenant p, I'extension Frac(R/(p N R)) — Frac(R/p) est triviale.

Proposition 6.2.9. — Si la condition (BR) est vérifiée, alors HY (QR,BcriS) = Ro[p™!].

Démonstration. — D’aprés la proposition 6.2.7, I’homomorphisme R[p~!] ®@Ro[p-1] Beris — Bar est injectif.
Comme R[p~'] est étale donc projectif sur Ro[p~!], on a R[p~'] @pyp-1] H*(Gr, Baris ) € H°(Gr, Bar ). Mais
HO (QR,BdR) = R[p~!] (proposition 5.2.12), on a donc H° (QR,Bcris) C Ro[p~1] par fidele platitude de R[p~?]
sur Ro[p~1]. O

Corollaire 6.2.10. — Si la condition (BR) est vérifice, alors HO(Gr, B ) = W[p™!].

Démonstration. — D’apres le corollaire 6.2.4, on a Ro[p~*] @wp-1) HO(Gr, Bl ) € H°(Gr,Bews ). Comme
H°(Gr,Beris ) = Rolp~!] d’apres la proposition 6.2.9, on a donc H°(Gg, By ) = Wip~ 1. O

6.2.2. La suite exacte fondamentale. —
Ce qui suit est une adaptation détaillée de [27, I 5 (p. 89-101)].

On note Ay = Z, {t <tp7 >} le séparé complété pour la topologie p-adique de ’enveloppe a puissances divisées
de 'anneau Z, [t, %] relativement a ’idéal engendré par iy
Sim € N, on pose m = g(m)(p — 1) + r(m) avec ¢(m),r(m) e Net 0 <r(m) <p—1.
—17\ [a(m)] m
On note t{m} = (%) trim) = % avec c(m) = p?™g(m)!. On a alors

Ag = { Z amt'™ a,, € Zp, am — 0 pour la topologie p—adique}.
n=0
On a vu (c¢f. remarque 6.1.6) que £— € AY. .. L’anneau AY.

Cris* cris

Onposem—[]—leAv

Cris*

étant séparé et complet pour la topologie p-adique,

on a donc une inclusion Ag C AY...



Lemme 6.2.11. — On a w € Ayg.

Démonstration. — Pour m € N, on a tI™ = %t{m}. Comme [¢] = exp(t) = Y c(m)t{m} dans AY,

n=0
c(m))
m! JmeN

Sim>(p—1)(p—2),onaq(m)>p—2dour(m)<g(m). Ona L#J = ng}l) + %J < Lqu)J pour
j > 1, donc

o() = atm) + 30150~ (5] + 2|7

Jj=1 Jj=1

il s’agit

cris»

de montrer que la suite ( est a valeurs dans Z, et tend vers 0.

) g(m) — | 2] =2 — |m]| 4 m=rn) 5 glm)or(m)
p p

P P = P
Cela prouve que En,) € Zpy sim > (p—1)(p—2) et que la suite tend vers 0. Il reste a traiter le cas m < (p—1)(p—2).

On a alors m < p? d’olt v(m!) = {?J donc U(C(m)) =v(g(m)!) +q(m) — | 2] > | 2] - LEJ > 0. O

m! p p—1

Lemme 6.2.12. — OnalAy=1Z, {7r€, < >} (complété pour la topologie p-adique de l’enveloppe d puissances
).

Démonstration. — Rappelons (lemme 6.2.11) qu’on a 7. € Ag. En raisonnant dans Q,,[t], on a

p—1

P! w?
divisées de anneau 2, |7, —=— relatwement a l'idéal engendré par
D ) P

oo

=) = 3 i@@ )
o

—1

ad apst1 & (p°—1)r+r—1
E )P 17 § :(_1)1"’”5
p° pg+r ’

s=0 ¢=0 r=1
Or on a
s+171 at1
+1 pot1 _ rZ_—- s41 _ e ’1}
ar® P s+1_1 —1_ AP\ 9 p—1 s+1_1 pStl 1 =1 [q =T
_ a(p B 'l ) 4P s _q
Eps - p_zﬂ-a( ) p p—1 TrE Ep - (q pfl )!p p—1 TrE Ep
—1 P s
et 72"l =pr1 (T=—) 77T . L’élément ¢ est donc égal &
s+1
p’T —17 p—1 P 1
sl - - To—1 r pS—1 - =T
T, qp 1 —8+1_1 ! p— 1l+p 1_S7Tq s ! [q p—1 ] =P pp T L(r-1) Lra B T 7TT71
€ p » PatT — D > s -
s=0 g= O r=1
S — sti_ . . . . .
Or q 1 + pp—_ll -5 > qpp_1 L > 0 et tend vers linfini si s ou ¢ tend vers l'infini : on a donc ¢t = m.x

1
avec x € Zp {m., <ﬂ§p )}, en particulier t{m} = 7™ 2™ et on peut définir un homomorphisme de Z,-algebres

L B
Ao — Z {ws, < >}
Un calcul analogue montre que m. = exp(t) — 1 € tAg et permet de définir un homomorphisme de Z,-algebres

Z, {7r5, < >} — Ay, clairement inverse du précédent. O

Rappelons ([27, 1.3.1]) que l'anneau R(Z,) est valué par v(z) = v(z(?)). On a Z,[r.] € W (R(Z,)) C W (R)
(car v(m:) = -27), on en déduit un homomorphisme de WW-algebres
f: W (R)@z,tr.1h0 — Al
(le chapeau signifiant qu’on a pris le séparé complété pour la topologie p-adique).
Proposition 6.2.13. — L’homomorphisme [ est un isomorphisme.

Démonstration. — Comme A, est sans p-torsion et comme la source et le but sont séparés et complets pour la

topologie p-adique, il suffit de vérifier que ’homomorphisme f induit par f modulo p est un isomorphisme. D’aprés
p—1 ~ p—1
le lemme 6.2.12, on a Ag = Z, {m., <7Tfp )} : la source de f est donc égale & W (R)®z, [r.] Zp {7, <7Tfp I3

(produit tensoriel complété), donc isomorphe, modulo p, a
R @, 7.1 FplTel/ (@) Do Aty ]/ (A nen = R/@H)[Aos At - ]/ (A2 )nen

oll A, est 'image de 1’élément " (”5_

1) (o v désigne I'application = — %), et olt on note avec une barre 'image
d’un élément modulo p (¢f. preuve de la proposition 6.1.2).

D’apres [27, 11 5.1.2], on a m. = A{ dans W (R(Z,)) avec v()\) = p—il et donc P! = A\P=1EPTL = 4€P avec
v(u) = 0, et donc u € W (R(Zy)) 11 en résulte que la source de f n’est autre que R/(ZP)[%, 01, -]/ (08 nen

ot 8, désigne I'image de 4" *1(¢). D’apres le corollaire 6.1.3, f est bien un isomorphisme. O

Soit 7 € N<g. On pose



ITAY. ={a €AY, (YneN)p"(a) € Fil" AY;.} (ou Fil" AY,, = AY,.NFil" BY,

E
Cris Cris cris/ ?
° I (r) ACVrlS = adhérence pour la topologie p-adique dans A Y. du sous-W (R) module engendré par {t{m} }

Rappelons que d’apres [27, I1 5.1.2], on a § W (R(Zp)) = =155 W (R(Z, ) = Ker(0).

cris m>r'

Lemme 6.2.14. — Sia € W (R), on a ((Vn € N) 6(¢"(a)) =0) < a € 7. W (R).

Démonstration. — Soit
~N

p: W (R) — R
ar— (0(@"(&)))neN.
On a 7. € Ker(p) car ¢"(m.) = [e?"] — 1 = [e]”" — 1 et §(¢"(m.)) = 0. Montrons que Ker(p) = 7. W (R).
Comme W (R) est séparé et complet pour la topologie p-adique et ﬁ sans p-torsion, il suffit de voir que
Ker(p) C (me,p)) W (R) = (e —1],p) W(R) (onam =[g] =1 = [ — 1] mod pW (R)).
Soit a = (ap,a1,...) € Ker(p). On a déja a € Ker(f), donc a = ST L1 avec 11 € W (R). On a alors

pla) = %’f)w(xl). Comme ¢(m.) = (1+[c] - 1)’ -1 = jé (?)([E] - l)j = p([e] = 1) mod ([¢] — 1)2W (R).

On a donc 9(%’7:)) = p. Comme 0(p(a)) =0, on a B(p(z1)) =0 dotr 21 € z:;g:i; W (R). Ainsi a = E P2
avec x9 € W (R) En itérant ce qui précede, on en déduit que pour tout n € N, il existe z,, € W (R) tel que
a= %mn- Modulo p, cela donne ag = #;),1@1- Ainsi, e — 1 divise ag dans R (cela se vérifie en regardant

les relevements multiplicatifs dans R, en faisant tendre n vers I'infini : pour tout m € N, la suite (ESZ”

)

)’I’LEN>Q
converge pour la topologie p-adique). O
Lemme 6.2.15. — Siz € AY,

Cris

est tel que (Yn € N) 0(¢"(2)) =0, alors x € I W AY. et o(x) €tAY,

Cris-’

o0
Démonstration. — D’apres la proposition 6.2.13, on a une écriture (non unique) z = > rptt™ avec z,, €
m=0

W (R). On a ¢"(z) = Z " (T )" ti™ . Comme 6(t{™}) = 0 pour tout m € N, on a 0(p"(z)) = 0(p"(20))
pour tout n € N. D’apres le lemme 6.2.14, il existe yp € 7. W (R) tel que g = meyp. Comme 7. = exp(t) — 1 =
> c(m)t{m} onazr= Y (c(m)yo + 2, )ti™ ¢ on peut supposer zo = 0 et donc z € IV AT,

m=1 m: cris*
On a alors p(z) = Z Oz )pmtimt = t( > cp(mm)pm%t{m_l}). Comme on a ¢(m) = ¢(m — 1) ou
m=1 m=1

c(m) = pg(m)c(m—1) suivant que ¢(m) = g(m—1) oug(m) = q(m—1)+1, onav(pm%) > m—v(g(m)) —

0o et donc p(z) € tAY. O

Cris’

Proposition 6.2.16. — Pour toutr > 1, on a I(") Az = JUTAY.

Cris -’

Démonstration. — L’inclusion est évidente. On procede par récurrence sur r, le cas r = 1 n’étant autre que le
lemme 6.2.15. Supposons donc le cas r — 1 connu. Soit 6 IMTAY. . Comme Fil” AY. C Fil" " 'AY.  on a déja
e I=DAY. : on peut donc éerire x = x,_1t{I" =1 E T,tt™ Sin € N, on a alors

m=r

QDn(CE) _ (Pn(xril)pn(rfl)t{rfl} + Z SDn(xm)pnmt{m}'

Comme > @™ (z,,)p"™ ™} € Fil"AY.., on a ¢™(z,_)p""~Dtlr—1} € Fil" AY,

Cris
m=r

prr=Dilr =1t ¢ FimPAY O\ Fil"AY,, on a donc ¢™(z,_1) € Fil' AY,. pour tout n € N, et d’aprés le lemme

6.2.15, on a 2,1 € M AY. . Le résultat découle alors de t!"~UTMW AY. '« 10 AY. O

Cris* Cris*

pour tout n € N. Comme

Proposition 6.2.17. — Soit BY,, = {z e By, (Vn € N) ¢™(2) € BYy } alors on a @(BX{S) c BYt c BYL..

Cris

Démonstration. — Six € By, onax = " Sy avecy € AY., et 7 € N. Si pour tout entier n, " (x) € ng, alors

cris»

©"(y) € Fil" ng pour tout n i.e. y € I Av

Cris

y = mgr Ymtt™} ez = mzr Y {m}—r — mz::O Yo c(jﬁ)r)t{m} On a alors p(z) = mXZjO O(Ymtr)p™* c(ifﬁ)r)t{m}

Pour voir que ¢(z) € Bcvr;g, il suffit donc de voir que la suite (pm c(csﬁ)r))meN est bornée pour la topologie
p-adique.

cris

et d’aprés la proposition 6.2.16, y € I AY. : on peut écrire

Cris




On a p’ c(rglri)r) = pmta(m)= q(m+r)(q(L) Comme q(qm+r) (g(m +7) — q(m))!(q((;z:)r)) et 0 < g(m+71)—
m-r m m+4r)! mr m c(m
atm) = |35 ] = [32) < [557) + 1 ona 4G50 < ([55] + 11200 et done v(p™ 55y) 2 m +q(m) -
log((L 5=z /+1)Y) o m c(m o .
g(m+r) — glopgi(;» —q(m+r) }0352) et donc v(p C(n(H)T)) >m(1— #ﬁ;(m) + O(1), ce qui permet de
conclure. 0

L’inclusion Z, C W C R donne lieu & une inclusion F,, C R/pR.
Lemme 6.2.18. — On a (E/pﬁ)wzl =F, et donc R*=! = F,,.

Démonstration. — Soit = € (F/pﬁ) #=! 1l existe une sous—ﬁ—alg‘ebre finie S de R telle que = € S/pS C R/pR.
Comme S est fini sur R qui est complet pour la topologie p-adique, S est complet pour la topologie p-adique : le
couple (S, pS) est donc hensélien. L’élément x est racine du polynéme X? — X, dont la dérivéeen z est 1 € S/pS :
il se releve de fagon unique en T € S tel que P = z. Mais S étant integre, le polynéme X? — X a au plus p racines
dans S, qui sont précisément 0 et les racines p — 1-iemes de I'unité de Z, CW :ona z € Z, i.e. x € F, C S/pS.

Siz = (z0,21,...) € R~} onazf =z, dans R/pRi.e. z,, € F, pour tout n € N. Comme 41 = a:ﬁH =,
pour tout n € N, il existe donc o € F, tel que z = (o, v,...) € F) CR. O

Corollaire 6.2.19. — On a {x € By, p(z) =z etz € BYT} =

Démonstration. — L'inclusion Q,, C {x € ch, <p( ) =z etz € BJy +} est évidente. Réciproquement, si x €

BY.. est tel que plr)=zetx € BdR ,alors 2 € BY/, et donc & = o(z) € BY I d’apres la pr0p051t10n 6.2.17. Quitte

cris cris cris

s’écrit x = Z zti™ ) avec
m=0

Tm € W(R). On a z = ¢"(z) = ¢"(z0) + ioj " (@m)p"™ ™ et donc z € ) (W (R) +p" ALy ) = W (R).
m=1 neN

a multiplier & par une puissance de p convenable, on peut supposer que x € ACrlS

Cris

On peut donc écrire z = (ag,ay,...) € W (R). Comme ¢(z) = (af,d},...), on a a? = a, dans R i.c. a, € F,,
pour tout n € N (¢f. lemme 6.2.18). On a bien = € Z,. O

On note U;* ( ) = {x eR, 20 e1+ 2pR} c’est un sous-groupe du groupe des éléments inversibles de R. 1l
est séparé et complet pour la topologie p- ad1que ce qui permet de le considérer comme un Z,-module. Comme

(2O = (x (0)) pour A € Zy et x € U (R) ce module est sans torsion.

On note alors UX( )={zeR, BGreN) (x(o)) €1+2pR} = {z R, (Ir e N)z? € US(R)}. Cest un
sous-groupe de R*. C'est aussi un Q,-espace vectoriel et on a Q, ®z, U (R) = U*(R)

Rappelons qu’on a choisi p = (p{™)),,cn une suite cohérente de racines p™-iemes de p (i.e. p(0) = pet (p(*+D)P =
p(™ pour tout n € N).

= p—1 ) =
SiaeR, reNetz=1+p"a, onazl = (1 —l—p(”'l)oz)p =1+pMa? + 3 (é’) (prtYa) € 1+ p"R.
j=1
L’application
fri14pt YR — 14 p"R

T — P

est donc bien définie.
Lemme 6.2.20. — Pour tout v € N, Uapplication f, est surjective.

Démonstration. — Soit y =1+ p(Na € 1+ p™R. Posons

Po(X) = &5 ((1+p"X) = (1+pTa)) € Rp~[X].

pm

p—1 —
” - . , , - 1 , .
(10X QOIR) = (1 00)) = X SO ()0 X) o

Po(X) =



Le polynome P, est donc unitaire & coefficients dans R. Soit S une R-algebre finie normale contenant « telle que
S[p~] est étale sur R[p~!]. Si A est une racine de P, dans une cléture algébrique de Frac(R), on a

PL(A) = pAP™ 1+Zp<r v *1;( ) () N
j=1

p—1
(1) - ap— PNp"—1 ] - 1o
= (1+(p( FOYPIAPL N (D)L (2 (plr ) )N 1)
=2

(+)

donc P}(A) € P (1 +prtISA) € (SIA,p1)”. On a donc A € R[p~']. Comme A est entier sur S, on a en
fait A € R. Par aulleurs7 on a fr(l —|—p(r+1))\) =1+ pMa vu que Py()\) = 0.

En particulier, 'application f, est surjective modulo p? (remarque : la surjectivité modulo p est un conséquence
immédiate de la proposition 2.0.1).

Fixons maintenant y € 1 + p("R. D’apres ce qui précede, il existe x3 € 1 + pU DR et 23 € R tels que
fr(z3) = y + p>z3. Soit n > 3. Supposons construits x3,...,2, € 1 + p"*TYUR et 23,...,2, € R tels que
fr(zj) =y +pizj pour tout j € {3,...,n} et ;41 —x; € pP’R pour tout j € {3,...,n—1}.Sin € R, on a

p
Frl@n +p"n) = (20 +9"n)" = fol@n) +p 02l + > (B)p™ " Dyma ™

m=2
p
=y +p" (2 + 02l ) + D (R)pm Ty
m=2

Commem > 3,onap(n—1)>2(n—1)>n+let 1+m(n—1) > 1+2(n—1) > n+1lpourm € {2,...,p—1}.Ona
donc f(z,+p"n) = y+p" (zn—i—nxﬁ’l) mod p"t1R. Comme z,, € 14+p"tVUR, I'élément z,, est inversible dans R :

. - . —(p-1
choisissons 1, € R congru a —az;, *

2, modulo pR, et posons 1 = &, +p"1n. On abien z,41 € 1+p(r+1)§gt
Tn41— Ty € p"R. Par ailleurs, on a fr(zn41) = y+p" (20 + 12k ") mod p"M 'R i.e. fy(2p41) =y mod p" 'R
On construit ainsi des suites (xn)n>3 et (Z”)n>3 d’6léments de 1 + p"tYR et de R respectivement. La suite

(2n),,-4 est de Cauchy pour la topologie p-adique, notons z sa limite dans 1 + p"tDR. En passant & la limite
dans Pégalité f.(x,) =y + p"2n, on a f,.(z) =y, d’ott la surjectivité. O

On a un logarithme

log: Uy* (IA%) — AV

z— log[z] = Y (=1)" (n—1)!([z] — D",

La série converge dans AY..

car si 2@ € 1+ 2pR, on a [z] =1 € 2pW (R) et donc ([z] — 1) € AY;, pour
BY+

n € Ns¢. On prolonge 'application ainsi construite en log: U* (R) e en posant log[z] = p~" log [xpT] pour

z € U*(R), avec r € N assez grand.
Lemme 6.2.21. — L’image de ’application composée

UX(R) — AV, =R

Cris

x — log[x]
contient 2pR.

Démonstration. — Le diagramme suivant est commutatif

~

Uy (R) —= 1+ 2R

logl/ \Llog

v 0 =~
v o
ACTIS R

(car 0([z]) = (@ si x € R). La fleche U* (E) — 14 2pR étant surjective d’aprés le lemme 6.2.20, il suffit de
voir que I 1mage de ’application log: 1 +2pR — R contient 2pR ce qui résulte de ce que, pour tout a € R la

série Z ! converge dans 1 + 2pR. |



On en déduit que 'application composée U* (R) — B 2, C est surjective. Pour n € Nsg, posons

U, —{xEB

cris thYF?’ QD(CE) = pnx} - ng .

On a des applications g, : U, — BY; w /Fi 1"(B(YPT). Si x € U,, on écrit & = yt" avec y € BY., et alors ¢(y) =
On a z € Ker(g,) ¢ x € Fil" B} (:) y € By . D’apres le corollaire 6.2.19, on a donc Ker(g,,) = Q,t" =Q,(n )
d’olt une suite exacte

0—Q,(n) — U, &% BYY /Fil"BYy .
Lemme 6.2.22. — Sin > 1, la suite 0 — Q,(n) — Uy, I By /Fil"BYY) — 0 est exacte.

Démonstration. — D’apres ce qui précede, il s’agit de voir la surjectivité de g,,.
e Casn=1: Soit U = {log[a], a € UX( )} € BUE
Comme ¢([a]) = [a]?, on a ¢(log[a]) = pla] et donc U C U;. D’apres le lemme 6.2.21, on a

0—Q,(1) u—=c 0

|| Lo

0—=Q,(1) —=U; ——=C

et donc U = Uy et Uy — By v / Fi 1! BdR = (' est surjective.
e Cas général : on a le diagramme a lignes exactes

.t

0 Un— 1 Un Un /tUn— 1

o o o

00— BY /Fil" ' BYf ——=BYf /Fil" By} — Gi°BYf = C —0.
Comme U % O est surjective, choisissons v € U tel que 6(v) = 1. La fleche composée

U— Uy, — UnJtUp_ 2L C

x— ot

n’est autre que l'application . Sa surjectivité prouve celle de (x) (qui est en fait une bijection). On en déduit
que si g,—1 est surjective, alors g, aussi. O

Proposition 6.2.23. — La suite 0 — Q, — (B}, )9021

Cris

— Byr /By — 0 est evacte.

Démonstration. — En tordant la suite exacte du lemme 6.2.22 —n fois & la Tate, on a la suite exacte
0—-Q, Uyt " —t "By /By — 0.

Comme (Bv )wzl

cris =limU,t™", le passage a la limite inductive donne le résultat recherché. O
—

n

. £ 4 o =1,V=0 _, 0 0 =0
La suite exacte précédent s’écrit aussi 0 — Q, — BZy — Byg"/(Fil BdR) — 0.

6.3. Platitude
Dans ce numéro, on reprend les notations de la section 3.2 et le langage de la section 9.2. On note Z 'idéal de

Acis engendré par (¢ "([g] — 1))neN>0 et {[z], zeR, 2 € mﬁ}

Lemme 6.3.1. — Pour tout n € Nxg, on a T C I? + p" Acris.

Démonstration. — Comme m% =m=, on a [z] € T? pour z € R tel que z(©) € m=. Soit m € Nsg. On a
p"—1 p"—1
[S]pim 1= ([E]p*(m+n) o 1) Z [E]jpf(m+n) _ ([8]p*(M+n) (pn + Z *(m+n) 1)
j=0
~(mn) —(mtn) 2 Pt p—(mtn)
= p" ([ = 1)+ ([ )" e
§j=0 k=0
donc [g]P”" —1¢€ ([5]p_(m+n) - 1)2 Acris +9" Acris € T2 + 9" Acsis. O

Lemme 6.3.2. — Pour tout M € Mod(Ry/pRy), le R-module Torfio/pRO (R/pR, M) est tué par ms.



Démonstration. — Si 0 — M’ — M — M"” — 0 est une suite exacte dans Mod(Ry/pRy), on a la suite
exacte Torf® (R,M") - R®gr, M' — R ®p, M. D’aprés la proposition 3.2.1, le R-module Torf (R, M")
est tué par mz. Comme R ®@r, M’ = (R/pR) ®pr,/pr, M’ ¢t R @r, M = (R/pR) ®g,/pr, M, le noyau de
(R/PR) @Ry /pro M' — (R/PR) @R, /pr, M est donc tué par my. O

Lemme 6.3.3. — Pour tout M € Mod(Ry/pRy), le Acis-module Tor?o/pRO (Acris /D Acris, M) est tué par I.

Démonstration. — Rappelons (corollaire 6.1.9), que Acyis /P Acris €st isomorphe a

(R/ﬁpR) [U]_, <oy Ud, 507 517 e 7Xi,07 Xi,la .. ]/(sz - ﬁpa 57pn7 X£7n)1§7,§d
meN
La structure de Ry-module se factorise par A = (R/ﬁpR) [ug,... ,ud]/(Tf—Tf)lSiSd, et Acris /P Acris est libre sur

o Ro/pR ) n
A : il s’agit de montrer que Tor; o/PRo( A M) est tué par {o (5)—1}n€N>0 et {zeR, 2 e mﬁ}. Pour n € N,

notons Fil" A I'idéal de A engendré par p™ouj* - - - uj;? pour n = (ng,...,nq) € N1 tel que |n| = n. On obtient
ainsi une filtration décroissante sur A. On a Fil" A = 0 pour n > (d+1)p, et Gr" A= @ (R/pPR)p"ouy* - - - u}?
In|=n

pour n < (d + 1)p. D’aprés la preuve de la proposition 5.1.2, 'homomorphisme R/pR — R/pR; x — o
est un isomorphisme. Par ailleurs, sur Gr™ A, la multiplication par 7T; est la multiplication par ﬁ 4+ u; = ﬁ
mod Fil"** A, i.e. par Tj lorsqu’on identifie R/pR & R/pR : le Ry-module Gr™ A est donc un produit fini de
R/pR. Pour n € N+, I'image de ¢~ "(¢) — 1 dans Gr™ A est celle de 7, € my et pour x € R tel que 0 ¢ m=,
I'image de [z] dans Gr" A est 9 € mzpR/pR. D’apres le lemme 6.3.2, les R-modules Tor?o/ PRo (Gr" A, M)
sont tués par my, i.e. par Z comme Agjs-modules. Comme 7?2 =T mod pAgis (lemme 6.3.1), une récurrence
finie montre que le module Tor?o/pRO (A/Fil" A, M) est tué par Z pour tout n € N. Comme Fil" A = 0 pour
n > (d+ 1)p, le Acis-module Tor?o/pRO (A, M) est tué par Z. O

Lemme 6.3.4. — Sin € N+ et M € Mod(Ry), le Aqis-module Tor?o/pnRO (Ams /" Acris, M/p”M) est tué
par L.

Démonstration. — Le cas n = 1 n’est autre que le lemme 6.3.3. Supposons n > 1. On a la suite exacte

0 — pRo/p"Ro — Ro/p"Ro — Ro/pRy — 0 d’ou la suite exacte 0 — Tor?o/pnRD (Acris /P™ Acris, Ro/pRo) —
P Acris /D" Acris — Acris /D" Acris. On en déduit que Tor?o/ P Ro (Acris /P™ Acris, Ro/pRo) = 0, car Aciis n'a pas
de p-torsion (proposition 6.1.10).

Soit 0 — Ny — Ly — M/pM — 0 une suite exacte de Ry/pRp-modules; avec L; libre. On a la suite exacte
0— TOl"lRO/p o (Acris /pn Acrisa M/PM) - (Acris /pn Acris) ®Rg/p"Ro Nl - (Acris /pn Acris) ®R0/p"Rg Ll

(on a Torfg/an0 (Acris /p" Acris, L1) = 0 parce que Torfg/an0 (Acris /™ Acis, Ro/pRo) = 0 et Ly est
libre sur Ro/pRo). L’application (Acris /P™ Acris) @ Rro/prro N1 — (Acris /D™ Acris) @Ry /prr, L1 s'identifie a
(Acris /p Acris) ®Ro/pRo N — (Acris /p Acris) ®Rg/pRg L17 dont le noyau est TorlRO/pRO (Acris /p Acrisa M/PM)
(car Ly est libre sur Rg/pRp). Ce noyau est donc tué par Z d’aprés le lemme 6.3.3 : le Agis-module
Torf’g/p Ro (Acris /D" Acris, M/pM) est donc tué par 7.

Soit j € {2,...,n} tel que pour tout Ryp-module N, le As-module Torf’g/p o (Acris /D" Acis, N/pjle) est
tué par Z. On a la suite exacte 0 — pM/p’M — M/p’M — M/pM — 0 d’ol la suite exacte

Tor?o/p" fto ( Acris /pn Acri57 pM/pj M) - TOI‘?O /p"Ro ( Acris /pn Acrisa M/pj M) - TOI‘?O /p" Ro ( Acris /pn Acrisa M/pM) .

D’apres ce qui précede, le Agis-module Tor?o/ P o (Acris /P™ Acris, M/pM) est tué par Z, et le Acrig-module

Tor?o/pn Fo (Acris /P"™ Acris, pM/p? M) est tué par Z par hypothese. Le Agyis-module Tor?0 /" Ro (Acris /" Acris, M /p’ M)
est donc tué par Z2 =7 mod p" Auis (lemme 6.3.1).
Une récurrence finie montre donc que le As-module Torfg/ P Ro (Acris /D" Acris, M /p" M ) est tué par Z. [

Lemme 6.3.5. — Si M est un Ry-module de type fini, Uapplication naturelle Acyis @p, M — @ (Acris /D" Acris )®Ro
M est surjective.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le corollaire 9.2.5 avec A = Ry, Ip = pRy et B = B= Alss. O
Lemme 6.3.6. — Si M est un Ro-module de type fini sans p-torsion, le noyau de application naturelle

Acris ®R0M - lln(Acris /pn Acris) ®R0 M est tué par 7.

n



Démonstration. — On reprend la preuve de la proposition 9.2.6 avec A = Ry, B = B= Agiset I =Z. Comme M
est de type fini et Ry est noethérien, il existe une suite exacte 0 — K — L - M — 0 avec L libre de type fini et K
de type fini. Comme M est sans p torsion, cette suite induit la suite exacte 0 — K/p"K — L/p"L — M/p"M — 0
pour tout n € Nsg. On a donc une suite exacte

0— Xn - (Acris /pn Acris) ®RQ K — (Acris /pn Acris) ®RQ L — (Acris /pn Acris) ®R0 M—0
dans laquelle, comme A pis /p™ Aeris est Z-plat sur Ry /p" Ro (lemme 6.3.4), X,, = Tor?"/ P Fo (Acris /" Acris, M /p" M)
est tué par Z. On en déduit le diagramme commutatif suivant, dont la premiere ligne est exacte

Acris ®EK o Acris ®R0L e Acris ®R0M —0

q1 i q2 i g3 i
@ch—> @(Acris /p" Acris) ®Ro K — liLn(Acris /p" Acris) ®Ro L —— liLn(lAcris /pn Acris) ®Ro M —0

n n n n

et oll g2 est un isomorphisme. Par ailleurs, les homomorphismes ¢; et g3 sont surjectifs en vertu du lemme 6.3.5.
Un raisonement identique a celui de la preuve de la proposition 9.2.6 montre alors que les éléments de € Ker(gs)
sont tués par Z. O

Proposition 6.3.7. — Le Ry-module Agis est I?-plat.

Démonstration. — Soit a un idéal de Ry et j: a®pr, Acris — Acris 'application naturelle. Soit n € N+ ¢, montrons
que ZKer(j) C p"(a @R, Acis )-
D’apres le lemme d’Artin-Rees, il existe un entier m tel que p™ Ry Na C p™a. Soient

f: a ®Ro Acris - (a/(meO N Cl)) ®R0 Acris

et g: (a/(meO N a)) ®Ro Acris i (G/Pna) ®RQ Acris = (U. ®Ro Acris )/pn (Cl ®RQ Acris)~
D’apres le lemme 6.3.4, Acyis /p™ Acris est Z-plat sur Ro/p™Ry. Le noyau de ’homomorphisme

h: (a/(meO N Cl)) ®R0 Acris = (a/(meO N Cl)) ®R0/meD (Acris /pm Acris) - Acris /pm Acris

est donc tué par Z. Par ailleurs, on a le diagramme commutatif

a ®R0 Acris L (a/(meO N CL)) ®Ro Acris
jl |
Acris - Acris /pm Acris .

Si z € Ker(j), alors h(f(z)) = 0 d’ott Zf(x) = 0. On a donc Zz C Ker(f) C Ker(go f) = p"(a ®r, Acris )-
Comme c’est vrai pour tout n € Nsq, on a ZKer(j) C N p”(a ® R, Acris). D’apres le lemme 6.3.6, le noyau
n>0
de ’homomorphisme naturel a ® g, Acyis — 1&1 (a ® Ry (Acris /D" Acris)) est tué par Z (comme Ry est noethérien
sans p-torsion, a est de type fini sans p-torsion). On a donc Z? Ker(j) = 0, ce qu’on voulait. |

Théoréme 6.3.8. — La Ro[p~']-algebre Beis est fidélement plate.

Démonstration. — On a,

2 i 2t n s 2n—1 n
[e]P” — 1 =exp(p’t) — 1 = p*t Z ((5+i)! = p2t(1 —|—pz b il ]).
n=0 n=1

p2n—t
n+1

Pour tout n € Ny, on a % €Z, (sin=pm—1avecm € N5g, on a v( ) = 2(pm — 2) —v(m) >

00 e
4(m — 1) —v(m) > 0) et sa valuation p-adique tend vers 0. La série A = > p;rll t"l converge donc dans A,
n=1

et [e]P" —1 = p2t(1 +pA) de. [e]7° — 1 € p?tAX

cris

(car Agyis est complet pour la topologie p-adique). Comme p
et t sont inversibles dans B, et [6]”2 —1 € Z, on aZB¢is = Beris. Comme Acis est Z-plat sur Ry, anneau
Beris = Acris[p™1,t71] est plat sur Rg[p~!]. Par ailleurs, Beyis est une sous-Rg[p~!]-algebre de Bar. Comme Bgr
est un Ro[p~!]-module fidele (theoréme 5.4.1), il en est de méme de Beyis. O






CHAPITRE 7

(¢, V)-MODULES FILTRES

7.1. La catégorie des (p, V)-modules filtrés

7.1.1. (¢, V)-modules. —

N d
Rappelons (proposition 2.0.2) qu'on a un isomorphisme QkL[p~!] ~ @ R[p~']dlog(T}). Soit D un R[p~']-
=1

K2
module. La donnée d'une connexion V: D — D ®@pgp,-11 Qr[p~'] est équivalente & la donnée de d dérivations
N;: D — D (correspondant & la projection QL[p~'] — R[p~!]dlog(T;)). Rappelons que la connexion est
intégrable revient & dire que les dérivations IV; commutent deux a deux (cf. [39, 1.0]).

Lemme 7.1.1. — Les anneauz Ry et R[p~!] sont réguliers.

Démonstration. — Rappelons que si A est un anneau régulier, il en est de méme de A[X7,...,z,] (¢f. [32,
Proposition 17.3.7]), de tout localisé de A, de toute A-algebre étale (cf. [35, I Corollaire 9.2]) et de tout complété
(cf. [32, Lemme 17.3.8.1]). Comme W est régulier, il en est donc de méme de W[Tlﬂ, .. ,Tjd] et de son complété
p-adique W{Tlil, . ,T;tl}. Comme 'anneau Ry est obtenu & partir de W{Tlil, A Tjﬂ} en itérant les opérations
(ét), (loc) et (comp) dont chacune préserve la régularité d’apres ce qui précede, on en déduit la régularité de Ry.
Enfin R[p~!] est étale sur Ro[p~!] qui est régulier d’apreés ce qu’on vient de voir : il est donc régulier. O

Proposition 7.1.2. — Soit D un R[p~']-module muni d’une connezion intégrable V: D — D ® g1 Q}{[p’l].
Si D est de type fini, alors il est projectif.

Démonstration. — L’anneau R[p~!] est noethérien régulier (lemme 7.1.1) et contient le corps W[p~!]. Si p €
Spec(R[p~1]), I'anneau local (R[pil])p est donc noethérien régulier, et son corps résiduel x(p) est une extension
séparable de W[p~1]. D’apres [42, Lemma 1, p. 216], 'anneau (R[p‘l])p est donc p(R[p‘l])p—lisse (formellement
lisse) sur W[p~1], et son complété est isomorphe & une k(p)-algebre de séries formelles x(p)[ X1, ..., X,]-.

Mais d’apres [39, Proposition 8.8], si S est un schéma lisse sur un corps k de caractéristique 0, tout faisceau
de modules cohérent sur S muni d’une k-connexion intégrable est localement libre. La démonstration, qui repose
sur la proposition 8.9 de loc. cit., ne nécessite que le fait que les complétés 5&8 des anneaux locaux en les points
fermés de S sont formellement lisses sur leur corps résiduel. La conclusion de [39, Proposition 8.8] est donc
valable pour S = Spec(R[p~!]). On en déduit que tout R[p~!]-module de type fini & W [p~!]-connexion intégrable
est localement libre i.e. projectif. O

Il en résulte que la catégorie des R[p~!]-modules de type fini munis d'une connexion intégrable est abélienne.

Définition 7.1.8. — Un V-module D sur R[p~?] est la donnée d'un R[p~']-module de type fini D, muni d’une
connexion intégrable V: D — D ®pgp,-1) ﬁ}%[p’l]. Un morphisme de V-modules f: D — D’ est un homomor-
phisme de R[p~!]-modules qui commute aux connexions. On obtient ainsi une catégorie abélienne W [p~!]-linéaire,
notée My (V).

D’apres la proposition 7.1.2, le R[p~!]-module sous-jacent & un V-module sur R est projectif. On peut donc
parler de son rang (car Spec(R[p~!]) est connexe).

Proposition 7.1.4. — Soit D un Rg[p~t]-module projectif de type fini, muni d’un opérateur de Frobenius
©: D — D qui est semi-linéaire par rapport au Frobenius sur Ro[p~!]. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’homomorphisme Ro[p~!]-linéaire $: 0*D — D déduit de ¢ est un isomorphisme (ot 0*D = Ry ®p, D).



(ii) ¢(D) engendre le Ro[p~t]-module D.

Démonstration. — En prenant la puissance extérieure maximale et en localisant, on se ramene au cas d'un
module libre de rang 1 pour lequel c’est évident. [l
Remarque 7.1.5. — Dans ces conditions, I’application ¢ est injective, mais en général, I'injectivité de ¢ n’im-

plique pas celle de @.

Définition 7.1.6. — Soit D un V-module sur Ro[p~!]. La connexion V est dite quasi-nilpotente s’il existe un
sous-Rg-module D de D qui est de type fini, séparé et complet pour la topologie p-adique, stable par V (i.e. tel
que V(D) C D ®pg, Q}{O) tel que D = D[p~ 1], et que la connexion induite par réduction modulo p est nilpotente

d pe;
(cette derniere condition revient & demander qu'il existe des entiers e; tels que [] (Zj\f) envoie D dans pD (ol
i=1 "

les N; (pour i € {1,...,d}) sont les dérivations associées a V).

Définition 7.1.7. — Un (p, V)-module sur Ro[p~] est un V-module D sur Ry[p~!] tel que la connexion soit
quasi-nilpotente, qui est muni d’un opérateur de Frobenius ¢: D — D semi-linéaire par rapport au Frobenius
sur Ro[p~!] tel que ’homomorphisme Ry[p~!]-linéaire ¢: 0*D — D déduit de ¢ est un isomorphisme (d’apres
la proposition 7.1.4, cela revient & demander que Ro[p~tp(D) = D) et tel que pV = V. Un morphisme de
(¢, V)-modules f: (D1,¢1,V1) — (D2, 92, V2) est la donnée d’un morphisme f entre les V-modules sur Ry[p~!]
sous-jacents tel que f o1 = @2 o f. On obtient ainsi une catégorie W[p~*]-linéaire, notée Mg, (i, V).

Lemme 7.1.8. — Soit A un anneau noethérien, séparé et complet pour la topologie p-adique et sans p-torsion.
Soit o: A — A un relévement du Frobenius. Alors o: A — A est plat.

Démonstration. — Comme A est complet pour la topologie p-adique, on a pA C rad(A), d’apres le critere local
de platidude ([42, Theorem 22.3]), il suffit de vérifier que o: A/pA — A/pA est plat et que Tor] (A/pA, Ay) =0
(ou A, désigne A vu comme A-module via o).

Soit B = A/pA, c’est un anneau noethérien régulier de caractéristique p, montrons que o: B — B (I’élévation
a la puissance p) est plat. Quitte a localiser (cf. [42, Theorem 7.1]), on peut supposer B local. Quitte &
compléter B (cf. [42, Theorem 22.4 (ii)]), on peut supposer B complet. Mais B étant local régulier complet
et équicaractéristique, on a B ~ k(B)[X1,...,Xn] ou (B) est le corps résiduel de B. La platitude résulte

alors de ce que 0: B — B est libre, de base {ﬁXlil XK X}f} ges , o B est une base de k(B), vu comme
Ogil,...,in<p
k(B)-espace vectoriel via o.

Comme A est sans p-torsion, on a la suite exacte 0 — A 5 A — A/pA — 0, et donc la suite exacte

0 — Tory’ (A/pA, A,) — Ag 2, A,, et on a bien Torj (A/pA, As) =0. O
Lemme 7.1.9. — L’homomorphisme o: Ry — Ry est plat.

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le lemme 7.1.8 & A = Ry, qui est séparé et complet pour la topologie
p-adique, sans p-torsion par hypothese, et régulier d’apres le lemme 7.1.1. |

Remarque 7.1.10. — Supposons les hypothéses du lemme 7.1.8 remplies. Soit M un A-module de type fini
sans p-torsion, muni d’un opérateur o-linéaire p: M — M étale, i.e. dont le linéarisé ©: M, — M est un
isomorphisme. Alors M est projectif sur A.

En effet, 'anneau A est noethérien et M de type fini, il est de présentation finie : il suffit donc de vérifier
que M est plat sur A ([42, Theorem 7.12]). Comme précedement, on a pA C rad(A). Le A-module M étant de
type fini, le critere local de platidude ([42, Theorem 22.3]) implique qu’il suffit de vérifier que M/pM est un
A/pA-module plat et que Tori' (A/pA, M) = 0.

Posons B = A/pA et N = M/pM. L’anneau B est noethérien régulier de caractéristique p et N est muni d’un
opérateur o-linéaire étale p: N — N. Montrons que N est plat sur B. Comme précédement, quitte a localiser et
a compléter (cf. [42, Theorems 7.1 & 22.4 (ii)]), on peut supposer B local complet donc B ~ x(B)[ X7, ..., X,].
Si K est une extension de x(B), on a un isomorphisme (K ® 5y B)o @Kk, 5B (K @x3)N) = K®yp)(Bs®pN)
donné par (a®a)® (B8®b) — ac(f) ® (a®b) et dont l'inverse est donné par a® (a®b) — (a®a)® (1®0b). On
a alors un isomorphisme (K ®y(B) B)s @K@, 5 5B (K ®x) N) S K ®u(B) (Bs ®B N) i ®u(p) N : par
descente fidelement plate et quitte a remplacer B par K ®,py B et N par K ®,(pg) N avec K parfait, on peut
supposer que K = k(B) est parfait.

On applique de nouveau le critere local de platitude, avec cette fois I'idéal maximal m = (X3,...,X,) de B.
D’apres [42, Theorem 22.3], il suffit de voir que pour tout n € N, Phomomorphisme surjectif

Yo (M"/m" ) @k Ng — m"N/m" N



est bijectif (ott No = N/mN). I suffit pour cela de montrer que pour tout n € N, on a dimg (m™/m"*1) dim (No) =
dimj (m"N/m"*!'N). Montrons qu’en fait pour tout n € N+g, on a (B/m"B)_, ®x No ~ N/m"N pour r > 0
(cela implique bien le résultat, car K étant parfait, on a o(K) = K).

Si » € Nsg, on dispose de l'isomorphisme @": B,r ®g N — N. Ce dernier induit un isomorphisme
Bor @ mN = 0" (m)N, d’ott un isomorphisme

(B/o"(m)B),, ®x Ny~ Byr @p (N/mN) = N/o" (m)N.

Or on a o(m) C m? et donc ¢”(m) C m? :sin <p", ona o’ (m)Cm" En tensorisant le dernier isomorphisme
par B/m"B au-dessus de B/o"(m)B, on obbtient 'isomorphisme (B/m"B)_,. ®x Ny ~ N/m"N recherché.

Enfin, Panneau A étant sans p-torsion, on a la suite exacte 0 — Tor{ (4/pA, M) — M 2 M et donc
Tor‘l4 (A/pA, M) =0 vu que M est sans p-torsion par hypothese.

Proposition 7.1.11. — La catégorie Mp, (¢, V) est abélienne.

Démonstration. — Compte tenu du fait que la catégorie Mg, (V) est abélienne, il s’agit de vérifier que pour
un morphisme f de (p, V)-modules sur Ro[p~!], les Frobenius induits sur Ker(f) et Coker(f) (dans la catégorie
Mg, (V)) vérifient les conditions équivalentes de la proposition 7.1.4, et que les connexions induites sur Ker(f)
et Coker(f) sont quasi-nilpotentes.

Il suffit de voir que si (D1, V1), (D2, V2) sont des V-modules sur Ro[p~!], munis d’opérateurs @1, o o-linéaires,
et si (D, p, V) est un (p, V)-module sur Ry[p~!] tel que (D, V) est extension de (D2, V2) par (D1, V1), telle que
¢ induit o1 (resp. pa) sur Dy (resp. Ds), alors (D1, 91, V1) et (D2, @2, V2) sont des (o, V)-modules sur Ry[p~?].
On a le diagramme

0 "Dy o*D 0*Dy —— 0
lfh lfﬁ lfh
0 D, D Dy 0

dont les lignes sont exactes, en vertu de la platitude de o: Ry — Ry (lemme 7.1.9). Comme @ est un isomorphisme,
il en est de méme de ¢ et Pa.

Il reste a montrer que les connexions Vj et Vg sont quasi-nilpotentes. Comme la connexion V est quasi-nilpotente,
il existe un sous-Rp-module D de D qui est de type fini, séparé et complet pour la topologie p-adique, stable
d
par V, tel que D = D[p~!], et des entiers e; tels que [[ NP* envoie D dans pD (o les N; sont les dérivations

=1
associées & V). Notons D, 'image de D dans Dy et Dy = D N D;. Pour j € {1,2}, le Ry-module D; est de type

fini (R est noethérien) séparé et complet pour la topologie p-adique, stable par V; par construction. Par ailleurs,
d

on a D; = Dj[p~!] et [] NP envoie D; dans pD;. Les connexions V; et Va sont donc quasi-nilpotentes, ce
=1

K3
qu’on voulait. [l

Si Dy et Dy sont deux (p,V)-modules sur Ro[p~!], on a une structure de (¢, V)-module sur Ro[p~!] sur
Dy ®pyp-1) D2 donnée (avec des notations évidentes) par o(z1 ® x2) = @1(x1) ® p2(x2) et V(z1 @ 12) =
x1 ® V(x2) + z2 ® V(x1) pour 1 € Dy, 9 € Dy. L’homomorphisme @ = @1 ® P2 est un isomorphisme. Par
ailleurs, soit Dy (resp. D2) un sous-Rp-module de D; (resp. D3) qui est de type fini, séparé et complet pour la

d
topologie p-adique, tel que D1 = Di[p~!] (resp. Dy = Da[p~!]) et ey, ..., eq des entiers tels que [[ NP envoie
i=1

d
D; (resp. D2) dans pD; (resp. pDs). Alors D = Dy ®p, Da vérifie D[p~!] = Dy ®@pop-1] D2, et T] NP envoie
i=1

D dans pD. On note D; ® D3 le (¢, V)-module sur Ro[p~!] ainsi défini. De méme, si h est un entier et D un
(¢, V)-module sur Ry[p~!], le Ro[p~!]-module A" D est naturellement muni d'une structure de (¢, V)-module
sur Ro[p~1].
La catégorie Mg, (¢, V) a un objet unité : 1 = (Ro[p~!],0,d) (connexion triviale). Par ailleurs, si Dy, Dy €
Mg, (#, V), alors 0* Hompg, ,-11(D1, D2) ~ Homp,,-1)(0* D1, 0" D2) par platitude de o: Ry — R (lemme 7.1.9).
On peut donc définir un Frobenius sur le Ry[p~!]-module Hompg,,-1(D1, D2) par (f)(z) = g2(Id @ f) ((ﬁflx))
pour f € Homp,p,-1)(D1, D2) et @ € Dy. L’homomorphisme ¢ ainsi défini est un isomorphisme. Par ailleurs, on
définit une connexion sur Hompg,,~11(D1, Do) par V(f)(x) = Voo f(x) — fo Vi(x) pour f € Homp,p,-17(D1, D2)
et © € Dy. Soit Dy (resp. D2) un sous-Rp-module de Dq (resp. D2) qui est de type fini, séparé et complet pour la
d

topologie p-adique, tel que D1 = Dy[p~!] (resp. Do = Da[p~!]) et e1,...,eq des entiers tels que [[ NP envoie
i=1

D; (resp. D2) dans pD; (resp. pDa). Posons D = Hompg, (D1, D2). Comme D; est de type fini sur Ro[p~], on



a D[p~'] = Homp,,-17(D1, D2), et ﬁ NP¢ envoie D dans pD. On note Hom(D1, D5) le (¢, V)-module sur
Ro[p~1] ainsi défini. C’est un Hom infugine pour la catégorie des (p, V)-modules sur Ro[p~1].

Ce qui précede implique que la catégorie Mg, (¢, V), qui est une catégorie abélienne Q,-linéaire, est tanna-
kienne (cf. [19]).

Si n € Z, on note 1(n) le (¢, V)-module sur Ro[p~!] donné par (Ro[p~'],p~"0,d) (connexion triviale). On
a 1(0) = 1. Si D est un (¢, V)-module sur Ro[p~!], on note D(n) = D ® 1(n) (n-ieme twist & la Tate) et
DY =Hom(D,1) (dual de D).

Remarque 7.1.12. — Comme Ry/pRy posséde une p-base (T1,...,Ty), la catégorie Mg, (¢, V) s’identifie &
la catégorie des F-isocristaur sur Ro/pRo (cf. [8, Proposition 1.3.3]). Si D est un objet de cette derniere,
a tout « objet-test » (B,1I,7,s) (ou B est une Zy,-algebre séparée et complete pour la topologie p-adique, I
un idéal de B muni de puissances divisées v compatibles avec les puissances divisées canoniques sur pB et
s: Ro/pRo — B/I une structure de Ry/pRo-algebre), on peut associer un B-module projectif D(p ;. ), et une
application @©: D(g 1,y s00) = D(B,1.7,s)-

Dans le cas ot la condition (BR) est remplie, on a Rg/pRy — R/wR, la catégorie des F-isocristaux sur
Ro/pRy et celle des F-isocristaux sur R/wR sont équivalentes, et on notera cette derniere Mg (g, V).

Définition 7.1.18. — Soit D un (¢, V)-module sur Ry[p~?] de rang h. Si k est un corps parfait et f: Ro/pRo —
% est un homomorphisme, on dispose de objet-test (W (x),p W(k),7, f) et donc du W(x)[p~']-espace vectoriel
Dy := Diw(r),pW(r),v,f)- Ce dernier est de dimension h et muni d’'un endomorphisme o-linéaire ¢. Si J est un
vecteur non nul du (i, V)-module A" Dy sur W(x)[p~!], on a N Dy = W(r)[p~']0. Il existe A € W(k)[p~!] tel
que ¢(d) = Ad. Sa valuation p-adique v(A) est indépendante du choix de d, et ne dépend que de p = Ker(f) €
Spec(Ro/pRyo) : on la note ¢t (D,p). Cest la pente du Frobenius de /\h D en p.

Remarque 7.1.14. — (i) Avec les notations de la définition, si B = {ey,..., e} est une base de Dy, et M la
matrice dont la j-ieme colonne est formée des composantes de ¢(e;) sur B, la matrice M et son déterminant
dépendent du choix de la base B (car ¢ est seulement semi-linéaire), mais v(det(M)) n’en dépend pas, et
cest tn(D,p).

(i) Si D est un (¢, V)-module de rang h sur Ro[p~'] et n un entier rationnel, on a ty(DV,p) = —tn(D,p) et
tn(D(n),p) = tn(D,p) — nh pour tout p € Spec(Ro/pRy).

(iii) D’apres le théoréme de spécialisation de Grothendieck (cf. [40, Theorem 2.3.1]), la fonction p — tn(D,p)
est croissante par spécialisation.

Proposition 7.1.15. — La fonction tx est additive.

Démonstration. — Soit 0 — D' — D — D" — 0 une suite exacte dans la catégorie Mg, (¢, V). Notons h, b’/
et h" les rangs de D, D' et D" respectivement. On a h = h' +h” et A"D ~ (A" D) @ (N D") et donc
tN(Dap):tN(Dlap)+tN(DI/7p) U

7.1.2. V-modules filtrés. —

Définition 7.1.16. — Un V-module filtré sur R[p~'] est la donnée d'un V-module A sur R[p~!], et d'une
filtration (Fil"A), cz sur le Rlp~'-module sous-jacent qui est décroissante, séparée (i.e. Fil"A = {0} pour
r > 0), exhaustive (i.e. Fil"A = A pour r < 0), telle que V(Fil"A) C Fil" A @ gjp-1] Q}{[p’l] (transversalité
de Griffith) et telle que le gradué associé Gr®A est projectif sur R[p~t]. Un morphisme de V-modules filtrés
f: A — A’ est un morphisme entre les V-modules sous-jacents qui respecte les filtrations i.e. tel que f (Fz’lTAl) -
Fil" As. On obtient ainsi une catégorie additive K-linéaire, notée MF r (V).

Remarque 7.1.17 — La catégorie MF g (V) n’est pas abélienne.

Si A; et Ay sont deux V-modules filtrés sur R[p~!], on a une structure de V-module filtré sur R[p~!] sur
A1 ®pgpp-1) Az donnée par la connexion habituelle et la filtration définie par

Fil” (Al ®R[p*1] Ag) = Z Im (FilsAl ®R[p*1] Fil"7°Ay — Aq ®R[p*1] AQ)
SEZ

pour r € Z. On a alors Gr" (A1 ®Rlp-1] Ag) ~ P GroA; ®prpp-1 Gr" A (car Gr* Ay et Gr®As sont projectifs
s€Z
sur R[p~!]). On note A; ® Ay le V-module filtré sur R[p~!] ainsi défini. De méme, si A est un V-module filtré

et h un entier, on a une structure naturelle de V-module filtré sur le R[p~*]-module A\ A.



La catégorie MF (V) a un objet unité : 1 = (K,d, Fil®) avec Fil"l =1sir < 0et Fil"l =0sir > 0.
Par ailleurs, on a un Hom interne dans la catégorie des V-modules filtrés sur R[p~1] : si Ay, Ay € My(V), alors
Hom(A1, Ag) est 'ensemble Hompp,-17(A1, Ag) muni de la connexion habituelle et de la filtration définie par
Fil"Hom(A1, Az) = {f € Hompgp,-11(A1,Az), (Vs € Z) f(Fil*Ay) C Fil*t" Ay} pour 7 € Z (cf. [17]). On a

alors Gr"Hom(A1, Az) ~ @ Hompp,-1) (GriAy, GretmAg) car Gre Ay et Gr® A, sont projectifs sur R[p~!].
seZ

Avec les structures qui précedent, MF (V) est une catégorie tensorielle additive (cf. [19]).

Pour n € Z, on pose 1(n) = (R[p~'],d) muni de la filtration définie par Fil"1(n) = 1(n) si r < —n et
Fil"1(n) = 0 si 7 > —n. Si A est un V-module filtré sur R[p~!], on note A(n) = A ® 1(n) (n-ietme twist & la
Tate) et AV = Hom(A, 1) (dual de A).

Définition 7.1.18. — Soit A un V-module filtré sur R[p~—'] de rang h. Le R[p~*]-module A\" A est alors
projectif de rang 1 et le gradué associé a sa filtration est projectif sur R[p~1!]. Il existe donc un entier r tel que
Grm A" A~ A"A et Grs A" A =05sis#r. Onnote ty(A) Pentier ainsi obtenu.

Remarque 7.1.19. — Si A est un V-module filtré de rang h sur R[p~!] et n un entier rationnel, on a ty (DY) =
—tg(D) et tg(D(n)) =ty (D) — nh. En effet, en prenant la puissance extérieure h-ieme, il suffit de le voir dans
le cas ou h =1, cas dans lequel les égalités sont évidentes.

Proposition 7.1.20. — La fonction ty est additive.

Démonstration. — Soit 0 — A’ — A — A” — 0 une suite exacte dans la catégorie M (V). Notons h, b’/
et h” les rangs de A, A’ et A” respectivement. On a h = h' + h” et A"A ~ (A" A) @ (A" A”) et donc
tH(A) :tH(AI)—I—tH(AH). O

Remarque 7.1.21. — Soit A un V-module filtré sur R[p~!], alors ty (A) = > rrggp(GrrA). En effet, comme le
reZ
gradué Gr* A est projectif, le R[p~!]-module filtré A est isomorphe (non canoniquement en général) & @ Gr"A, la
reZ

filtration sur le membre de gauche étant donnée par Fils( é GrTA) = @ Gr"A pour s € Z. Par additivité de ty
rcZ r<s

(proposition 7.1.20), il suffit de vérifier la formule pour le R[p~!]-module filtré Gr" A donné par Fil*Gr"A = Gr" A
sis <ret Fil*Gr"A =0 si s > r, cas dans lequel elle est évidente.

7.1.3. (¢, V)-modules filtrés. —

Définition 7.1.22. — Un (¢, V)-module filtré sur R[p~!] relativement a Ro[p~!] est la donnée d'un (p, V)-
module D sur Ry[p~'], et d’une filtration sur Dg := D ®pg,[,-1] R[p~!] faisant de ce dernier un V-module filtré
sur R[p~ ] (la connexion sur Dy est la connexion induite par celle de D). Un morphisme de (p, V)-modules filtrés
f: D — D’ est un morphisme entre les (¢, V)-modules sous-jacents tel que fr: Dr — D', est morphisme de V-
modules filtrés sur R[p~1]. On obtient ainsi une catégorie tensorielle additive Q,-linéaire, notée MFg /g, (¢, V).
Si aucune confusion n’en résulte, on parlera simplement de modules filtrés sur R[p~—1].

Remarque 7.1.23. — En vertu de la remarque 7.1.12, la catégorie MF (¢, V) est donc équivalente a la
catégorie des F-isocristaux D sur Ry/pRy tels que I’évaluation en 'objet-test (R, pR,~, Ry/pRo — R/pR) est
munie d’une filtration décroissante séparée exhaustive vérifiant la transversalité de Griffith et ayant un gradué
projectif.

Dans le cas ou la condition (BR) est remplie, on a vu plus haut que la catégorie des F-isocristaux sur Ry/pRy
et celle des F-isocristaux sur R/wR sont équivalentes. Dans ce cas, la catégorie MF g/, (0, V) ne dépend donc
pas, a équivalence pres, de Ry, mais seulement de R.

Définition 7.1.24. — Un (p,V)-module filtré D sur R[p~!] relativement & Ro[p~!] est dit ponctuellement
faiblement admissible si pour tout p € Spec(Ro/pRo), les conditions suivantes sont remplies :

(1) ta(D) =tn(D,p);
(2) pour tout sous-objet D' de D (dans la catégorie MF g/ p, (¢, V)), on a ty(D') <ty (D', p).

On note MF%f?RO (¢, V) la sous-catégorie pleine de MF g (0, V) constituée des (¢, V)-modules filtrés sur R[p~!]

relativement & Ro[p~!] qui sont ponctuellement faiblement admissibles.

Remarque 7.1.25. — Comme p — tx(D’,p) augmente par spécialisation, la condition (2) se vérifie au point
générique de Ro/pRy.



7.2. Changement de Frobenius

Soient o, op deux relevements a Ry du Frobenius Ro/pRo — Ro/pRo. Pour j € {1,2}, notons MFg /g, », (0, V)
et MFfI%/ Ro.o; (¢, V) les catégories correspondantes quand I’anneau Ry[p~'] est muni du Frobenius o;. Comme
MF /Ry 0, (0, V) et MF R/ R, o, (9, V) sont équivalentes a la catégorie des F-isocristaux sur Ro/pRy ayant une
filtration décroissante séparée exhaustive vérifiant la transversalité de Griffith et ayant un gradué projectif en
R : elles sont équivalentes. Dans ce qui suit, on va expliciter cette équivalence.

Proposition 7.2.1. — Avec les notations qui précedent, on a
d
(*) 09 = Z (H(O’Q(Ti)—al(T )O’lo<H % nl)
neNd i=1 i=1
sur Ry.

Remarque 7.2.2. — Comme o05(T;) — 01(T;) € pRo, on a (Ug(Ti) — 01 (Ti))[m] € Ry pour tout n; € N. Par
d
ailleurs, [] N? envoie Ry dans pRy. Le terme général de (*) tend vers 0 selon le filtre complémentaire des parties
i=1
finies de N¢ : la série () est donc convergente sur Ry.

d v d .
Démonstration. — Posonso = > ( I1 (ag(Ti)—al(Ti))[m])alo( IT (&) ‘). On a (o9(T;)—o1(T})) ™) € pRy

neNd “i=1 i=1
si n # 0. Comme les réductions de o1 et oo sont égales, o — oo est & valeurs dans pRy. Par ailleurs, on a

d .
(1:[1 (%‘)m)(TJ) =0 s'il existe i # j avec n; # 0 ousi n; > 1 : on a o(T;) = 01(Tj) + (02(T;) — 01(T})) donc

o — o9 est nul sur W{TE, ... TE'}. Comme Ry est déduit de W{T=!, ... T'} en itérant les opérations (ét),
(loc) et (comp) : il existe une suite

de sous—W{Tlﬂ, e le}—algébres fermées de R telles que pour tout je{l,...,N}, extension R((ijl) - R(()j)
est du type (ét), (loc) ou (comp). Si o = oy sur RY ™", alors il en est de méme sur RY’. Dans le cas d’une
extension de type (ét), cela se voit modulo p” pour tout r € Nsg : comme R(()J_l)/pTR(()J_l) — R((Jj)/pTR(()]) est

étale, la fleche en pointillé rendant commutatif le diagramme

. . mod pR
RS /p R “~> Ro/pRo
R~V /prRY Y — Ro/p" Ro
est unique. Ainsi 0 = 0s. O

Proposition 7.2.3. — (Changement de Frobenius) Le foncteur Fy, 5,: MFg g, 5, (9,V) = MFg g, », (¢, V)
qui a D = (D, w1, V, Fil) associe Fy, 5,(D) = (D, w2, V, Fil) ou w9 est donné par la formule

() = > (L (ea(m) —or(m)™)er o (TT (3)™)

neN? =1 i=1

est un isomorphisme de catégories, qui induit un isomorphisme MFII);/E"RD o (o, V) > MFII);/E"RD or2(gp, V).

Remarque 7.2.4. — Comme V est quasi-nilpotente, il existe un sous-Rg-module D de D qui est de type fini,
d

séparé et complet pour la topologie p-adique, tel que D = D[p~!] et des entiers ey, ..., e4 tels que [] NP envoie
i=1

d )
D dans pD. Si x € D, la suite {( I (%)n)(x)} N tend vers 0 selon le filtre complémentaire des parties
=1 i ne

iz
finies de N : la série (x) est donc convergente sur D.

Démonstration. — e Montrons que si D € MFg /g, o (¢, V), alors Fy, 5,(D) € MFR/ g, o, (0, V).



%)™ ) Oa) =

d
Semi-linéarité du Frobenius : si x € D et A € Rg[p~!], on a, pour m € N? 1égalité ( 11 (
i=1

> ﬁ( IT (&)™~ ’)( )( [T (& ) )(x) Le coefficient de ( IT (&) ’)(x) dans l’expression () don-
0<n<m — — — Ni=1 " i=1 i=1
d d S d
nant @a(Az) est done Y i ([](04(T:) — UQ(T))[““])(H (B l)m soit encore (H(al(Ti) -
m>n" =1 i=1 i=1
d d I
a2(Ty)) ”‘]) > ( [1(o1(T3) — oo(T3)) i~ "1]) ( I (%») ‘ ")()\), qui est égal, d’apres la proposition 7.2.1 &
m>n Ni=1 i=1
d
( [1(o1(T3) — Ug(Ti))[ni])Ug()\). On a donc @a(Az) = o2(N)pa(x).
i=1
Montrons que @2 commute a la connexion. On a Vg = u + v avec
d d d
u = Z Z(H (71 —GQ(T))[nLﬂs”)golo( )@d Ug(T)—Ul(Tj))
neNd j=1 i=1 1:1
d d
v = Z H(Tl —0'2 ))[ni])@loVO(H )
neNd =1 i=1
d d d 5
= 3 (e - oam*)ere (3 (IT (3" 04T
neNd =1 j=1 =1

d d
car ; commute & V. On a alors u = > g 0 (T—) ®d (02(T}) — o1(T))) et v =" a0 (T) ®doq(Ty). On a
Jj=1 Jj=1

d
bien Vg = > a0 (%J) ® doa(T)) = 2 V.
j=1
Montrons que I'on a Fy, 5, © Fo, 0, = ldMFy g, ,, (5,v)- S0it D € MFg/ g, o, €t

o= 3 (@) - en@*)eme (I (3)°)

neNd =1 i=1

le Frobenius sur Fy, 5, © Fy, +,(D). Il s’agit de voir que @3 = ¢1. Par définition de g2 = Fiy, o, (¢1), On a

d
er= Y (T(or(0) = oa()™ (0a(T) = o2 (1) Jior o (TT (3)™ ™).

n,meNd =1 i=1
d . -
Si v € N? le coefficient de ¢ o ( I1 (%)V) est donc ) H (01(T3) — o2(Ty)) ") (0(T5) — Ul(Ti))[ Q-

i=1 n+m=vi=

=

(01(Ty) — 02(Ty) + 02(T;) — 01 (T;)) ). Ce coefficient est donc nul dés que v # 0 et vaut 1 sinon. On a bien
1

&
S

7

hS)
o

= ®1-
Il en résulte que w2 (D) engendre le Ro[p~!]-module D. En effet, on a D = Rg[p~ps(D) C Ro[p~]p2(D) C D
donc Ro[p~t]¢2(D) = D.

Ce qui précede montre que le foncteur Fy, o, est a valeurs dans MF i/, o, (0, V) et que c’est un isomorphisme,
d’inverse Fy, o, .

e Montrons que Fy, ,, induit un isomorphisme entre les catégories MFII);/E"RD o (0. V) et MFFI’;?R o (0, V). 11
s’agit de montrer que la faible admissibilité ponctuelle est conservée quand on change de Frobenius. Cette derniere
se teste sur les objets-test de la forme W (k) ol k est un corps parfait, on peut supposer que Ry est local. Il suffit
alors de prouver que si D € MFg/r (¢, V), l'entier t5(D) ne dépend pas du relevement du Frobenius choisi.
Comme D est projectif sur Ro[p~!] et Rg local, D est libre. Quitte & remplager D par sa puissance extérieure
maximale, on peut supposer D de rang 1. On a le diagramme commutatif

D(W('{)apw(ﬂ),’y,sool) 71
T
H D(W(R)apw(ﬂ),'y,s)

Dw(x),p W(k)y,s002) 2

ot égalité provient du fait que o7 et oo sont égaux modulo p. On a alors D ~ Rg[p~!]x avec o1 (x) = M7 et
@2(z) = Xaw ol A1, Aa € Ro[p~t]. Si @ € Ro[p~!], notons T son image dans le corps W(k)[p~!] par le plongement



défini par o1. Les entiers ¢ty (D) relatifs & o1 et oy sont respectivement v(A1) et v(A2). Par ailleurs, pour tout

d .
neN% onak, e Ro[p~] tel que [] (%‘)m () = kpx. L'égalité (x) se traduit alors par

=1

=Y [Tios(r - 02T ) (k).

neNd =1

d
Pour tout n € N, I'élément [] (o1 (T}) — o2(T;)) ™) appartient & I'idéal & puissances divisées pRy (car oy et o ont
i=1

méme réduction modulo pRy). Pour montrer que A\; et g ont méme valuation p-adique dans W(x)[p~!], il suffit

donc de montrer que v(o1(ky)) > 0 i.e. que v(ky) > 0 pour tout n (ce qui implique que A2 € Ay (1 +pW(k))).

Notons que pour i € {1,...,d} et n € N% on a knte,x = %(kﬁa:) = ]:\Fc(kﬂ)x + kﬂ{}c(x) et donc kyie, =
%(kﬂ) +kpke, (olte; =(0,...,0,1,0,...,0),le 1 en i-eme position). Comme Ry est stable par %, une récurrence
évidente montre qu'il suffit de prouver que v(ke,) € Ro pour i € {1,...,d}. Notons k; pour k. . Comme ¢,V =

d d
Vi, on a gpl( > Ni(z) ® dlog(Ti)) = > Ni(p1(x)) ® dlog(T;) donc
i=1 i=1
d d
> or(ki)hz @ o1 (dlog(Ty)) = D (Ni(M) + Aiki)a @ dlog(Ty).
i=1 i=1

N d
On a o1(dlog(T;)) = 0 mod pQf, : écrivons oy (dlog(T;)) = p Y 0;; dlog(T}), avec {0;}1<ij<a € Rg2. On
j=1

d —
a alors N;(A\) = )\1( —ki+p>. al(kj)Gji). Posons s = 1I<Ilj£1dv(/€i) € ZU{oo}. Soit ig € {1,...,d} tel que
i=1 <i<

_ _ d _ _ _ _ _
v(ki,) = s. On a donc v( — ki +p '21 al(kj)Hﬁo) = (ki) dott v(A1) < v(Nio(A1)) = v(A1) +v (ki) soit s >0
=

i.e. v(k;) > 0 pour tout i € {1,...,d}, ce qu’on voulait. O



CHAPITRE 8

REPRESENTATIONS p-ADIQUES

Définition 8.0.5. — Une représentation p-adique de Gr est un Q,-espace vectoriel de dimension finie muni
d’une action linéaire continue de Gr. Ces dernieres forment une catégorie tannakienne Q,-linéaire qu’on note

Repq, (9r).

Dans ce qui suit, on utilisera le langage et les résultats de [10, 3.1]. Rappelons en particulier que si B est une Q,,-
algebre topologique munie d’une action de G et V € Repq_ (Gr), on pose Dp(V) = (B®q, V) 97 On dispose
alors d'un homomorphisme B-linéaire ap(V): B ®por Dp(V) — B ®q, V, et on dit que V' est B-admissible,
si ce dernier est un isomorphisme. La sous-catégorie pleine de RepQP (QR) constituée des représentations B-

admissibles est notée Repp 4 (Or)-

8.1. Représentations discretes, représentations non ramifiées

Proposition 8.1.1. — (a) Une représentation p-adique V de Gg est discréte (i.e. le noyau de Uaction de Gr
sur V. est un sous-groupe ouvert de Gr) si et seulement si V est R[p~']-admissible.
(b) La sous-catégorie pleine de Repr (QR) constituée des représentations discrétes est tannakienne, et la
restriction du foncteur Dy, : Repq (Gr) — Mod(R[p~']), qui a V associe (Rlp~'] ®q, V)QR; ost um
foncteur fibre.

Démonstration. — (a) Supposons que la représentation V est R[p~']-admissible. L’anneau R[p~!] est fidelement
plat sur R[p~!] (il est limite inductive filtrante de R[p~!]-algebres finies étales), et 'anneau (R@*I])QR =R[p7Y
est noethérien : [10, Proposition 3.1.4] implique que Dgpp-17(V) est un R[p~!]-module projectif de type fini.
En particulier, il existe une sous-R-algebre finie S de R telle que S[p~!]/R[p~] est étale et Dy (V) =
(Rlp~'12q,V) 97 ost engendré par des éléments de S[p~']®q, V. Quitte & remplacer S par une sous- R-algebre de
R plus grande, on peut supposer S[p~!]/R[p~!] galoisienne. Le groupe Gg est un sous-groupe ouvert invariant de
Ggr. On a alors E[pil] QR[p-1] Dﬁ[pfl] (V)= R[pil] QR[p-1] (S[pil] ®Qp VgS)GS/R ol GS/R = Gal(S[pil]/R[pfl]),
et donc Rlp~']®q, V C R[p~'|®q, V5. Ainsi V = V9 et le noyau de I'action de Gg sur V est un sous-groupe
ouvert de Gg.

Réciproquement, si I’action de Gr est discrete, son noyau est un sous-groupe ouvert invariant G de Gr. Soit
Sp~Y = (E[p’l])G. C’est un revétement étale galoisien de R[p~!] de groupe J = Gr/G. 1l suffit de voir que
I’homomorphisme naturel S[p~"]@gp,-1 (Slp~ ' ®q, V) TS ®q, V est bijectif. Cela résulte de la descente
fidelement plate (c¢f. [18, Arcata Théoreme 4.5]).

(b) La Q,-algébre R[p~'] vérifie les conditions (i), (ii) ([10, Proposition 3.1.3]) et (iii) de loc. cit. définition
3.1.8, et la condition (iv) d’apres ’équivalence du (a), vu que la catégorie des représentations discretes est stable
par dual. L’énoncé en résulte. [l

Notation. On pose Jr = m1 (Spec(R), Spec(Er)) = Gal(R™/R), c’est un quotient de G.

Définition 8.1.2. — Une représentation p-adique p: Gr — GL(V) est dite non ramifiée (resp. Ro-non ramifiée)
si p se factorise par Gg — Jg (resp. par Gr — Jg,).

Bien stir, une représentation Rg-non ramifiée est non ramifiée, et les deux notions coincident lorsque la condition
(BR) est remplie. Rappelons (proposition 5.2.4) que R*[p~!] (resp. R3*[p~!]) est un sous-anneau de B(J{R (resp. de



Bt..). Onadonc H'(Gr, R [p~']) = R[p~'] (¢f. proposition 5.2.12). Il en résulte que HO (Gr, Ry*[p~']) = Ry[p~"]
oll R{, est une sous-Rop-algebre étale de R (qui coincide avec Ry lorsque la condition (BR) est remplie, en vertu
de la proposition 6.2.9). Si V est une représentation p-adique, on pose Dy, (V) = (R™[p~!] ®q, V)gR (resp.
DY (V) = (R{J‘r[ “!®q, V) ™). Cest un R[p~!]-module (resp. un Rj[p~!]-module) et on a des homomorphismes

ane(V): R [p~Y @ ppp-1) Due (V) — R [p~ @q, V (resp. a% (V): Ry [p~Y @y -1y DY(V) = Ry'p Y @q, V).
Proposition 8.1.3. — Soit V une représentation p-adique de Gg. Alors V' est non ramifiée (resp. Ro-non ra-

mifiée) si et seulement si V' est }/%E[p_l]—admissible (resp. Ti’?[p‘l]—admissible), i.e. si et seulement si lapplication
anc(V) (resp. a.(V)) est bijective.

Démonstration. — e Supposons V' non ramifiée, et montrons qu’elle est Rur [p~!]-admissible. Soit V un réseau
de V stable par Jg (il en existe car Jr est compact). Si Pon choisit une base de V sur Z,, 'action de Jp est
décrite par un morphisme Jr — GL,(Z,), ot n = dim(V'). Cela fournit un cocycle continu f: Jg — GL, (1/%3),
qui décrit I'action de Jg sur Rur ®z, V. Montrons que ce dernier est trivial.
Montrons d’abord que f est cohomologue a un cocycle qui se factorise par un quotient fini. Comme f est continu,
il existe un sous-groupe distingué ouvert Jy de Jr tel que pour tout g € J¢, on a f(g) € 1 + pM, (EE) On
procede par approximations successives. On construit par récurrence des suites (b, )menN, (fm)men telles que
pour tout m € N :

(a) by €14 p™M, (R”);

(b) fm: Jr — GL, (Rnr) est un cocycle;

(¢) fm(g) € 14+ p™tM,, (1/%—‘;) pour tout g € Jy;

(@) fint1(9) = 9(byt1) fin(9)bims1 pour tout g € Jg.
Posons by = 1 € M, (R“r) et fo = f. Supposons f,, est construit, il induit un cocycle additif f,,: Jr —
(1 +p™ M, (1/%5))/(1 +p™m+2M, (EE)) ~ M, (R“r/pR‘"). Par continuité de f, il existe un sous-groupe distingué
ouvert Jy,, de Jy tel que f. se factorise par J r,m- Comme R est séparé et complet pour la topologie p-
adique, le foncteur S — S/pS est une équivalence de catégories entre la catégorie des R-algebres finies étales
et la catégorie des R/pR-algebres finies étales ([34, Théoréme 18.3.4]). Le théoréme de Hilbert 90 affirme donc
que H! (JR/Jf,m, (R™/pR"T) Jf’m) = {0} (surjectivité de la trace pour les revétements étales). Il existe donc

bma1 €1 +pm+1Mn(Rm) tel que fnt1(g) = g(b:nil)fm(g)bmﬂ el +pm+2Mn(§5) pour tout g € Jy.

Par construction, le produit infini b= [] b, converge dans 1+ pM,, (Rnr) et on a g(b™1) fm(g9)b = 1 pour tout
m=1

g € Jy par continuité.

Soit alors S = H°(Jy, R™). Cest une R-algebre finie étale, et on a HO(J, Ea[p*l]) = S[p~!. Soient ey, ..., e,
la base de 1/%;[]3 'l ®z, V correspondant au (nouveau) cocycle g — g(b™")fm(g)b et D = (1/%—‘; ®z, V) I Par
construction, D[p~?!] est le S[p~!]-module libre de base e, ..., e, et I'application naturelle ﬁa[p* 1] ®@sp-1
Dp~ 1t — 1/%;[]3’1] ®q, V est un isomorphisme. Posons J = Jgr/Js. 1l suffit de montrer que I'application

naturelle S[p~!] @gpp-1) (Dlp~ ]) — D[p~1] est un isomorphisme, ce qui résulte de la descente étale. Le cas
« Rp-non ramifié » se traite de facon identique.

e Réciproquement, si V est une représentation p-adique R [p~1]-admissible (resp. ]?? [p~1]-admissible), 'ac-
tion de I = Ker (Gr — Jg) (resp. de Ity = Ker (Gr — Jg,)) sur Rof[p~] ®q, V =~ R [p~] @ ppp-1) Dur(V)

(resp. sur T%?[p*l] ®q, V =~ T%?[p*l] Ry [p-1] D? (V) est triviale. Elle est donc triviale sur V. O
Proposition 8.1.4. — (i) L’anneau R;[pfl] est fidelement plat sur R[p~1], et l'anneau E?[p’l] est

fidelement plat sur Ry[p~1].

(ii) Si V. € Repq (Gr), Uhomomorphisme an(V): R [pY] ®gpp-1] Due(V) — Rorp~1] ®q, V (resp.
o0 (V): Ryl @nyfp-1) Don(V) = BTl ©q, V) est injectif.

(iii) La sous-catégorie pleine de RepQp (QR) constituée des représentations non ramifiées (resp. Ro-non ra-
mifiées) est une sous-catégorie tannakienne, et la restriction du foncteur Dy, (resp. DY) est un R[p~!]-
foncteur fibre (resp. un R)[p~']-foncteur fibre), a valeurs dans les R[p~1]-modules (resp. les Ry[p~—*]-
modules) projectifs de type fini.

Démonstration. — (i) L’anneau R™ est limite inductive filtrante de R-algebres étales donc plates. La R-algebre
R™* est donc plate. Pour tout n € N+, anneau R™ /p"R™" est donc plat sur R/p"R. Comme R est noethérien,
et comme R et R™ sont complets pour la topologie p-adique, le critére local de platitude ([42, Theorem 22.3])
implique que R™ est plat sur R. Par ailleurs, on a les inclusions R[p~!] C R™[p~1] C C. D’aprés le théoreme



3.2.3, I'anneau C est fidele sur R[p~!], il en est donc de méme de R™[p~!]. On montre la fidele platitude de
RB[p~!] sur R)[p~!'] de la méme maniere.

(ii) Posons Ir = Ker (Gr — Jr) (resp. I, = Ker (Gr — Jro))- SiV € Repq, (Gr), alors V% (resp. VI;%O)
est non ramifiée (resp. Ry-non ramifiée), et Dy, (V) = Dy, (V%) (resp. DY (V) = DY, (VI;?O)). L’application
ane(V) (resp. a%,.(V)) est donc le composé de an, (V') (resp. af, (V“*o)) et de l'inclusion R [p~1] ®q, V" —
Rorfp~1] ®q, V (resp. R [p] ®q, Vire — REF[p~1] ®q, V). Son injectizicé résulte dorf\de la proposition 8.1.3.

(iii) Il s’agit de vérifier la Gg-régularité (c¢f. [10, Définition 3.8.1]) de R*[p~!] (resp. RE*[p~?]). Celle-ci résulte
du (i), du (ii) et du fait que le dual d’une représentation non ramifiée (resp. Ro-non ramifiée) l'est encore, et de
la proposition 8.1.3. O

Remarque 8.1.5. — Soit V € Repr (QR). Avec les notations de la preuve qui précede, VIr (resp. VI;?O) est

non ramifiée (resp. Ro-non ramifiée), et Dy, (V) = Dy, (V%) (resp. DO.(V) = DY, (VI;?'O)). D’apreés la proposition
8.1.4 qui précede, ce dernier est projectif de type fini sur R[p~!] (resp. Rj[p~!]) méme si V est ramifiée.

Rappelons (section 3.3) qu’on a noté T I'ensemble des idéaux premiers de R au-dessus de pRy. Si p € T, on
a noté Gr(p) le sous-groupe de décomposition de Gr en p, et @R(p) le groupe de Galois absolu de Z/i’\p[p_l], ol
ﬁ; désigne le complété de Rpngr et ou la cloture algébrique choisie contient Ep. On a un homomorphisme de
restriction 7y : Gr(p) — Gr dont I'image est précisément Gr(p) (lemme 3.3.1).

Proposition 8.1.6. — Le noyau Ij%o de ’homomorphisme Gr — Jr, est engendré par les images de Ig,(p) N
éR(p) par ry pour p € T, ot Ip,(p) désigne le sous-groupe d’inertie de éRD (p).

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que si S est une sous-Rp-algebre finie et normale de R, qui est fixe sous
7p (IR (p) ﬂgAR(p)) pour tout p € T', alors S est étale sur Ry. Pour p € T', 'extension de corps Sz[p*l]/R/o(T» [p~1]
est non ramifiée car g;[p_l] est invariant sous Ig, (p). L’extension 3‘;/ }?0(\1,) est donc étale. Il en est de méme de
Sp/Ro(py en vertu de [35, I Proposition 4.2]. Comme p NS parcourt les idéaux premiers au-dessus de pRy de S
lorsque p parcourt T, 'anneau S est étale sur Ry en tous ses idéaux premiers au-dessus de pRy.

Soit Z lensemble des points de Spec(S) ot le morphisme f: Spec(S) — Spec(Rg) n’est pas étale. Comme
S[p~1]/Ro[p~!] est étale, on a Z C V(p). Par ailleurs, on vient de voir que les idéaux premiers de hauteur 1 qui
contiennent p n’appartiennent pas a Z. Ce dernier est donc de codimension > 2 en tous ses points. Comme f
est fini, il est dominant. Par ailleurs, S est normal pas hypothese, et Ry est régulier d’apres le lemme 7.1.1. Le
théoreéme de pureté de Zariski-Nagata (¢f. [35, X théoreme 3.1]) s’applique donc : on a Z = & i.e. S est étale
sur Rg. O

Corollaire 8.1.7. — (critére de non ramification) Soit V € Repr (QR). Alors V' est Ro-non ramifiée si et
seulement si pour tout p € T, laction sur V de l’image de Ir,(p) N Gr(p) dans Gr(p) est triviale.

8.2. Représentations de de Rham, représentations cristallines

Notation. On désigne par Dagr (V) (resp. Deris(V), Dyg (V), Do (V) les modules D, (V) (resp. Dp_. (V),
Dgy (V), Dgy (V)). De méme, on notera adr(V) (resp. deis(V), ayr(V), aXi(V)) pour ap,, (V) (resp.
apon (V). ags. (V), ags_ (V).

Si V € Repq (Gr), Vinclusion Bais € Bar (proposition 6.2.1) induit une inclusion Deis(V) € Dar(V).

Comme Dgg (V) (resp. Deis(V)) est un R[p~!]-module (resp. un Ry[p~!]-module), elle induit un homomorphisme
R[pil] O Ro[p—1] Dcris(V) — DdR(V).

Proposition 8.2.1. — Si la condition (BR) remplie, I’lhomomorphisme R[p™*] @ g,(p-1] Deris(V) — Dar (V) est
injectif.

Démonstration. — La condition, (BR) étant remplie, 'homomorphisme R[p~!] ® Ro[p—1] Beris — Bar est injectif
(proposition 6.2.7), il en est donc de méme de 'application R[p~!] ®Ro[p-1] Beris ®q, V' — Bar ®q, V. Enfin,
comme R[p~'] est étale donc projectif sur Ro[p~'], on a (R[p™'] @r,jp-1) Beis ®QPV)QR = Rlp™Y ®pyp-1)
Deis(V). ([l

Lemme 8.2.2. — Si 'V ¢ Repr (QRO), I’homomorphisme cqr(V): Bar ®pgyp-1) Dar(V) — Bar ®q,V est
injectif.



Démonstration. — Rappelons (cf. proposition 6.2.6) qu’on dispose d’un homomorphisme naturel injectif et Gg, -
équivariant

U Rog)[p™"] @rofp-1) Bar — H Bar(p)

peT
0 . = 9ro Gro(p)
n a donc un homomorphisme ( Ro()[p™"] @r,p-1] Bar ®q,V — II (BdR( ) ®q, V) . Comme
peT

Ro(p)[p] est un corps, on a

}?\ 1 gRD - —_— 1 1 gRD

(Fom ™ @ropy Bar©q, V) = Rolp ™1 oy to1] (Ro P~ ©rofp-r) Bar 9, V) 7.

— GRry
Comme (Ro()[p~)@ ryfp-11 Bar 90, V) ™ = Rog [P~ ®nyfp-11 ( Bar ©a, V)™ = Rog) b1 @ o1 Dar(V),
I’homomorphisme naturel ¥: ]%/0(7»[]3’1]@30[1,_1] Dar (V) — IT (Bar(p )®q, V) ) est injectif. De plus, comme
p

Gr, agit transitivement sur 7', il permute transitivement les composantes sur le produit [ | (BdR(p) Qq, V) Gro (P
p

sixz e %[p_l] ®pRo[p-1] Dar(V') est non nul, son image ¥(zx) = (xy)per vérifie z, # 0 pour tout p € T'. En
particulier, Papplication W,,: %[p‘l] ®pop-1) Dar(V) — (Bar(p) @q, V)gRO(p) (composée de ¥ et de la
projection sur le facteur d’indice p) est injective.

L’idéal p € T étant fixé, on a un plongement i,: Bar(p) — Bar (1?0(\1))) déduit de I'inclusion R — Ry, — ]/%\p
(¢f. section 3.3). Cette inclusion est QARO (p)-équivariante (rappelons que Gg,(p) est un quotient de éRO (p), cf.
lemme 3.3.1).

Notons Vig,, (p) la restriction de V' & Gg, (p) et Vién J(p) Cotte derniére vue comme représentation de éRO (p). On
a le diagramme commutatif

G aarp (Vigg )
Bar(p) ®5~(,-1 (Bar(p) ®q, V) Rl 17 Bar(p) ®q, V

¢p®ipl lip

Bar (R<p>) B oy lp-1] DR (V\ERO@) Bar (R/OE”) ¥, V-

) adR(V\g‘RD<p>)

L’homomorphisme aqr (V@R (p)) est injectif d’apres [10, Proposition 3.3.1], et i, ® i, aussi car R/O(;[p_l] est un
0

corps : adr,p(Vige, (p)) est donc injectif. Il en est donc de méme du composé

Bar (p)®Vy Gry (p) ad“"“(v‘gRo(‘”)
et R

Bar(p) ®pryp-1] Dar(V) ar(P) O, (Bar(p) ®q, V Bar(p) ®q, V

En prenant le produit sur 7', on obtient un homomorphisme injectif

I Bar(p) @rop-1) Dar(V) — [ Bar(p) @q, V-
peT peT

Comme Ry [p~1] est un corps, 'homomorphisme naturel
(H BdR(P)) ® Ry (pylp~1] (RO(;D) [P @Ropp-1] DdR(V)) — T Bar(p) ®roqy -1 (Ro(p)[?? Y @Rolp-1] DdR(V))
peT peT

est injectif. Composé avec le précédent, il donne un homomorphisme injectif
(TI Bar(®)) @ryp 1 Dar(v) = ([ Bar(s)) @a, V-
peT peT

La restriction & Ro()[p~'] ®pyp—1] Bar de ¥ tensorisée avec le Ry, [p~!]-espace vectoriel Ry [p™1] @ ryp-1)
Dg4r (V) fournit un homomorphisme injectif

Bar @ ryfp-11Ro) [P '] @rop1) Dar(V) — ( 11 BdR(p)) ®Rofp—1) Dar(V)-
peT
Composé avec le précédent, on a un homomorphisme injectif

Bar @11 Rotn ] @ryfp-1 Par(V) = (] Bar(p)) @q, V-
peT



Il s’insere dans le diagramme commutatif suivant

agr(V)

Bar ®@pg,[p-11 Dar(V) Bar ®q,V

| |

Bar @ Rofp-1] (RO(p) [P @Ry p—1] DdR(V)) — (pI;[T BdR(P)) ®q,V

ott f est déduit de I'application Dar (V') — Ro(p) [P~ ®g, p-1] Dar (V') par extension des scalaires. Cette derniere
est injective, parce que Dggr (V) étant un sous Ro[p~!]-module de Bgr ®q, V', il est sans torsion (¢f. corollaire
5.2.10). Comme Bqgg est plat sur Ro[p~!] (theoréme 5.4.1), f est injectif : I'injectivité de aqr(V) en résulte. O

Lemme 8.2.3. — Si R[p~']/Ro[p~?] est galoisienne et V € Repq (Gr), Uhomomorphisme aqr(V') est injectif.

Démonstration. — Soit V la représentation de Gg, induite par V. Posons H = Gg, /Gr ~ Gal (R[p 1/Ro[p™])

et choisissons {h1,...,h,} C Gg, un systéme complet de représentants de H. On a vV = @ h;V. Comme
Jj=1

dimq, (‘7) = dimq_ (V). [Rp~']: Ro[p~']], on a Ve Repq (Gr,).
Les sous-espaces h;V de V sont stables par Gg, car Gg est distingué dans Gg,, on a donc

Dar (‘7) = (Bar ®q,V) QRD = (@h Dar(V )

Soit d = (dj)1<j<r € @ hjDar(V). Si g € Gr, et j € {1,...,7}, il existe un unique g(j) € {1,...,r} tel que

hjgGr = ghg(;yGR- On a alors hjdgy;) = g(hyjydg)) i-e. g(d) = (dg))1<j<r- Comme Gg, agit transitivement
sur H, on a d € Dar (V) < d;, = dj, pour tout ji,j2 € {1,...,7}. Ainsi, on a Dar (V) = Dar(V) vu comme
Ro[p~1]-module.
Par ailleurs, comme R[p~!] et Ro[p~!] sont normaux et R[p~!]/Ro[p~!] finie étale galoisienne, ’homomorphisme
de R[p~!]-algebres

T:R[ ]®R0[;D 1]R —>@R 71

TRY— (xhj(y))lgjgr
est un isomorphisme. On a alors le diagramme commutatif

~ Bar @7®Dar (V)
Bar ®R0[p*1] Dar (V) = Bar ®R0[p71] DdR(V) s e 6_9 Bar ®R -1 DdR(V)

Q4R (\7) l@;:ladn(v)

Bar ®Qp‘~/ = D Bar ®q, hiV =~ ©® Bar ®q, hiV
j=1 Jj=1

L’homomorphisme adR(v) étant injectif d’apres le lemme 8.2.2 et 7 étant un isomorphisme, ’application agg (V)
est injective. [l

Proposition 8.2.4. — SiV € Repq (Gr), Uhomomorphisme aqr (V) est injectif.

Démonstration. — Choisissons une sous-R-algebre finie et normale S de R, de sorte que S[p~!]/Ro[p~!] est
galoisienne. Notons V|g la restriction de V' & Gg. L'extension S[p~*]/R[p~!] est finie étale galoisienne, et Dgr(V) =
DdR(WS)Gal(S[p_l]/R[p_ll). Par descente étale, 'homomorphisme naturel S[p~'] ® gp-1) Dar(V) — Dar(V]s) est
un isomorphisme (cf. [18, Arcata I Théoréme 4.5]). On a alors le diagramme

« \4
Bar ®gjp-1) Dar (V) an (V)

Bir ®q,V

‘ TQdR(VS)
Bar @sp-11 (Sl @rpp-1] Dar(V)) —— Bar ®@spp-1] Dar(V)s)

et I'injectivité de aqr(V|g) (c¢f. lemme 8.2.3) implique celle de aqr (V). O



Rappelons (section 4) qu’on a un anneau Bur = @ BYyp(n), ot Byp ~ C[Vi,...,Vy. SiV € Repq (Gr).
neZz

on pose Dur(V) = (Bar ®q, V) IR Crest un R[p~!]-module. On dispose alors de ’homomorphisme
ant(V): But @gp-1 Dur(V) — Bar ®q, V.

La proposition suivante est due & O. Hyodo (quoique dans une situation légerement différente).
Proposition 8.2.5. — (cf. [37, Proposition 2.1]) Si V € Repr (QR), I’homomorphisme ayr (V') est injectif.
Rappelons la démonstration (on a By =~ Ss, dans les notations de loc. cit.).

Démonstration. — L’homomorphisme apr (V) est la somme directe @@ «(n) avec
neZ

o @B?{T(_j) ®@rp-1 Dip (V) — Bfir ®q,V
JEZ
ol D{IT(V) = (Bur(j) ®q, V) 9% 11 suffit donc de montrer I'injectivité de ce dernier. Une démarche identique a
celle des lemmes 8.2.2, 8.2.3 et de la proposition 8.2.4 montre qu’il suffit de traiter le cas o R[p~!] est un corps.
L’anneau C' est alors aussi un corps.
Supposons a non injectif et soit z = 3. 5; @ d; € Ker(a) \ {0} avec s; € Byp(—7i) et d; € Di(V). On suppose
i=1

1=
m minimal pour cette propriété : on a m > 2, s; # 0 et d; # 0 pour tout ¢ € {1,...,m}. Montrons que quitte &

changer V et x, on peut supposer s; =1 et j; = 0.
Soit n le degré du polynoéme s;. Supposons n > 1. Quitte a remplacer V' par V(j1 + n) (ce qui a pour effet de
, L d
remplacer D7;..(V') par DI/ (V)), on peut supposer j; = —n. Soit > A, V™ € Symp ( &) CVi) la partie de
|n|=n i=1
degré n de s; et £ son nombre de coefficients non nuls (par hypothese, on a £ > 1). Soit n, € N tel que |ny| = n
et Ap, # 0. Quitte & diviser z par A, on peut supposer A, = 1. Comme n # 0, on a H’(Gg, Byip(n)) = 0
m
d’apres le corollaire 4.1.4 : il existe g € Gg tel que g(s1) # s1. Si 2/ = g(z) —x = 3 (9(si) — i) ® d;, on a
i=1
2’ € Ker(a) \ {0} et comme g(t"V2) — "V est de degré < n — 1 pour tout n € N tel que |n| = n, le coefficient
d’indice ng de la partie de degré n de g(s1) — s1 est nul : le nombre de coefficients de degré n non nuls de «’ est
< ¢ —1. Quitte & remplacer x par z’ et en recommencant ce qui précede un nombre fini de fois, on peut supposer
s1 de degré n — 1. La encore, en un nombre fini d’étapes, on arrive a un élément = pour lequel n = 0. On a donc
s1 € C(—j1) \ {0}. Quitte & diviser x par s1, on peut donc supposer s; = 1 et j; = 0.
Montrons qu'il existe g € Gg tel que g(s2) # s2. Dans le cas olt ja # 0, cela résulte de ce que H (G, BYp(—ja)) =
0 (cf. corollaire 4.1.4). Si jo = 0, cela résulte du fait qu'on a sy € R[p~!] = H%(Gg,C), car sinon on aurait
m
r=1® (d1 + Sgdg) + > s; ®d;, contredisant la minimalité de m.
i=3

Pour un tel g € G, Pélémemt 2’/ = g(z) —z = Y (g9(si) — 5;) @ d; est non nul, et dans le noyau de a. Cela

1=
contredit la minimalité de m : 'homomorphisme « est donc injectif. O

Proposition 8.2.6. — Supposons la condition (BR) remplie. Si V € Repr (QR), I’homomorphisme eyis(V)
est injectif.
Démonstration. — Notons F' = Frac(Ryp). On a le diagramme suivant

acris(v)
Bcris ®R0 [p—1] Dcris(v) Bcris ®Qp v

y |

F ®Ro [p—1] Beris ®R0 [p—1] Dcris(v) Bar ®QP Vv

| l
(3) (4)

F @ Ro[p—1] Bar B Ro[p—1] Dcris(v) ——F B Ro[p—1] Bar QR[p-1] DdR(V) — 5> F ®Ro[p—1] Bar ®va

On a Deyis(V) C Beris ®q,V. Comme les éléments de Ry \ {0} ne sont pas diviseurs de zéro dans Beis (corollaire
5.2.10 et proposition 6.2.1), il en est de méme dans Dyis(V'). L’homomorphisme Deis (V) — F ®@ggp-1] Deris (V)
est donc injectif. Par platitude de Beyis sur Ro[p~!] (théoreme 6.3.8), I'application (1) est injective.
L’application (2) est ’homomorphisme (injectif) F' ®@pyp-1) Beris — F ®@py[p-1] Bar tensorisé par F' @ p,pp-1]
Deis(V) sur le corps F : elle est injective.



L’application (3) est ’homomorphisme R[p~!] ®Ro[p~1] Deris(V') — Dar(V) (injectif d’apres la proposition 8.2.1
en vertu de la condition (BR)) tensorisé par Bqr sur R[p~!] et localisé. Elle est donc injective par platitude de
Bar sur R[p~!] (théoreme 5.4.1).

Enfin, Papplication (4) n’est autre que F' @ aqr (V). Comme aqr (V) est injective d’apreés la proposition 8.2.4, il
en est de méme de (4). L’injectivité de aeis(V) en résulte. O

Les modules Dgg (V) et Deyis(V) sont munis d’une connexion V héritée de la connexion sur Bgr et Begis
respectivement.

Proposition 8.2.7. — On a Dar(V)V=" = D (V) et Deyis(V)V=" = DY,

cris

V).

Démonstration. — On a Dar(V)V=" = (Bar ®QPV)QR V=0 _ (BY:® ®QPV)QR = (B}x @QPV)QR =DYR(V)

d’apres la proposition 5.3.3. On procede de méme avec Deyis(V). O

Proposition 8.2.8. — Les applications naturelles Bar (V) : R[p~ '@ xDYr (V) — Dar(V) et Beris(V): Ro[p™®@wp-1)
DY (V) — Deis(V) sont injectives.

cris

Démonstration. — D’aprés la proposition 5.3.8 (resp. 6.2.4), I'application uqr: R[p~'] ®x BYgr — Bar (resp.
Ueris: Ro[p™!] Qwlp-1] Bzis — Beris) est injective. En tensorisant par V' sur Q, et en prenant les invariants sous
Gr, on en déduit Uinjectivité de Bqr (V) (resp. Beris(V)). O

Proposition 8.2.9. — Soit V € Repr (QR). L’homomorphisme a3z (V) est injectif. Si la condition (BR)

remplie, I’homomorphisme oY (V) est injectif.

cris

Démonstration. — On a le diagramme suivant
Bar ®Bar (V)
Bar ®x Dyg (V) L Bar ®g[p-1) Dar(V)
Bar ®ayg (V

Bar ®QPV

L’homomorphisme Bgr ®@B4r (V) est injectif d’aprés la proposition 8.2.8 et la platitude de Bgr sur R[p~!]
(théoréme 5.4.1). Comme 'application aqr (V) est injective d’apres la proposition 8.2.4, il en est de méme
de Bar ®ag(V): Bar @k Dir(V) — Bar ®q,V, et de 'homomorphisme ayg (V) sur les sections horizontales.
L’injectivité de aYg (V) se montre de fagon identique, en utilisant les propositions 8.2.8, 8.2.6 (appliquable en
vertu de la condition (BR)) et le théoréme 6.3.8. O

Notation. On note Repyg (Gr) (resp. Reppg, . cris (Or), Repyr (Gr), Repgo-cris (Gr)) pour Repg, . (Gr)
(resp. Repg_._ (Gr), Repgy, (Gr), Repgy_ (Gr)), et on appelle représentation de de Rham (resp. Ro-cristalline,
resp. de de Rham horizontale, resp. Ry-cristalline horizontale) les objets de cette catégorie.

Proposition 8.2.10. — L’homomorphisme a3y (V) est bijectif si et seulement si les homomorphismes Bar (V')
et aar (V') sont bijectifs. Si la condition (BR) est remplie, I’homomorphisme oy, (V) est bijectif si et seulement
si les homomorphismes Beris(V) et acris(V) sont bijectifs.

Démonstration. — On a le diagramme commutatif

Bar @ayg (V)

Bar @k DYr(V) Bar ®q,V
|| B ®B (V) \j\adR(V)
BdR ®R[p—1]R[p71] QK D(YR(V) & BdR ®R[p*1] DdR(V)

Si agr (V) est bijectif, il en est de méme de Bgr ®a Yz (V) : Phomomorphisme aqr (V) est surjectif donc (proposi-
tion 8.2.4) bijectif, et Bar ®B4r (V) est bijectif. Par fidele platitude de Bgr sur R[p~!] (théoreme 5.4.1), Bar (V)
est bijectif.

Réciproquement, si Bqr (V) et aqr (V') sont bijectifs, 'homomorphisme Bar ®ayg (V) aussi, i.e. aYg (V) est bijec-
tif par fidele platitude de Bqgr sur R[p~—!]. Le cas R-cristallin se traite de la méme fagon, en utilisant le théoreme
6.3.8. O

Remarque 8.2.11. — D’apres ce qui précede, une représentation V est de de Rham (resp. Ry-cristalline) hori-
zontale si et seulement si elle est de de Rham (resp. Ro-cristalline) et la connexion sur Dgr (V') (resp. Deris(V))
est triviale.



Proposition 8.2.12. — Supposons la condition (BR) remplie. Alors ’homomorphisme naturel de K-espaces
vectoriels K ®yypp-1] DY (V) — DY (V) est injectif.

Démonstration. — L’injectivité de f: K @y, DY,.(V) — D3g (V) résulte de la commutativité du diagramme
Rl @iy DEalV) — " Blp1] 0 DI(V)
R[p1]®5cr;s(V)l leR(V)
Rlp~'] ®g(,-1) Deris(V) Dar (V)
des propositions 8.2.1, 8.2.8 et de la platitude de R[p~!] sur R[p~1]. O
Proposition 8.2.13. — Supposons la condition (BR) remplie et soit V une représentation R-cristalline (resp.

R-cristalline horizontale). Alors V' est de de Rham (resp. de de Rham horizontale) et I’homomorphisme naturel
R[p~™Y ®gpp-1) Deris(V) = Dar(V) (resp. K @wpp-) DY..(V) — DYg(V)) est un isomorphisme.

v

Démonstration. — Par hypothese, 'homomorphisme ayis(V') (resp. ayi (V) est un isomorphisme. En tensori-

sant par Bggr (resp. B(YR) au-dessus de Beis (resp. Bzis), on en déduit un isomorphisme Bqr ® g, p-1] Deris (V) —

Bar ®q,V (resp. Br Qwp—1] DY (V) — Bir ®q, V) i.e. un isomorphisme
Bar @pp-1) (RIp ™) @pofp-1] Deris(V)) — Bar ©q,V

(resp. Big @ (K @w(p-1D5is(V)) — Big ®q, V). Ce dernier est le composé aar (V)o (Bar ®iv) (resp. ap(V)o
(Big ®iy)) ot iy (resp. 4y) est ’homomorphisme naturel R[p~'] ® g, (p-1] Deris(V) — Dar(V) (resp. K @ pp-1)
DY.(V) — DYR(V)). 1l en résulte que agr(V) (resp. ag(V)) est surjectif, donc un isomorphisme d’apres la
proposition 8.2.4 (resp. 8.2.9). La représentation V est donc de de Rham (resp. de de Rham horizontale). Par
ailleurs, ’homomorphisme Bqr ®iy (resp. BYg ®iy,) est un isomorphisme. Par fidele platitude de Bqg sur R[p~!]
(théoréme 5.4.1), 'homomorphisme iy (resp. iy, ) est un isomorphisme, ce qu’on voulait. O

Proposition 8.2.14. — Soit V une représentation non ramifiée alors V est de de Rham et Dar(V) = Dy, (V).
Si la condition (BR) est remplie, alors V' est Ro-cristalline et Deyig(V) = D2 (V).

Démonstration. — Rappelons (proposition 5.2.4 et ce qui suit la définition 6.1.11) qu’on a des applications
naturelles et injectives R™ [p~!] — Bggr et R5*[p~!] — Beyis. Elles induisent des inclusions i: Dy, (V) — Dar(V)
et i: DY (V) — Deis(V). On a alors le diagramme

Bar @pp-1 Due(V) (0 0
\nr~
Bar ®1i Bar ®QP V.

Bar ®R[p-1] D4r(V) aar(V)

La fleche du haut étant bijective, celle du bas est surjective. D’apres la proposition 8.2.4, elle est injective, c’est
donc un isomorphisme. On en déduit que la fleche de gauche Idg,, ®i est un isomorphisme. Par fidele platitude
de Bgr sur R[p~!] (théoréme 5.4.1), 'application i est bijective, et on a Dar (V) = Dy, (V). Le raisonnement avec
« Rop-non ramifiée » est analogue. O

Soit V' une représentation p-adique. D’apres les propositions 8.2.10, 8.2.13 et 8.2.14, on a les implications
suivantes (si la condition (BR) est remplie)

V est cristalline horizontale ===V est cristalline <= V'est Ryp-non ramifiée

I

V est de de Rham horizontale =——= V est de de Rham <—— Vest non ramifiée.

Remarque 8.2.15. — Justification de la construction de Bgr et de Beyis.
Si X est un schéma en groupes sur R, notons T,(X) = @X(E[pil])[p”] son module de Tate et posons

n

Vu(X) = Q, ®z, Tp(X). En particulier, on a T,(Gy) = Zy(1) = Z,t (c’est ce qui motive la construction du
« petit » anneau de Hodge-Tate C[t,t~!], pour lequel les puissances entieres du caractere cyclotomique sont
admissibles).

L’anneau BJ doit étre une W (R)[p~']-algebre et une R[p~']-algebre (pour que les représentations finies
soient de de Rham, c¢f. proposition 8.1.1). Par ailleurs, il doit étre muni d’une application 6: B:{R — C, qui
prolonge Id ®6 sur (R Qw W (R)) [p~1] et complet pour la topologie Ker(6)-adique. D’apres la proposition 5.2.3,
I’anneau B:{R construit au 5.1 est minimal pour ces propriétés.



De méme 'anneau A.is doit étre une W (R)—algébre et une E?[p_l]—algébre (pour que les représentations

non ramifiées soient cristallines, cf. 8.1.3). Par ailleurs, il doit étre muni d’une application 0: A — R, qui
prolonge 1d ®6 sur (Ro ®w W (R))[p~*] dont le noyau Ker(f) admet des puissances divisée compatibles avec les
puissances divisées canoniques sur I'idéal engendré par p. L’anneau A s construit au 6.1 est minimal pour ces
propriétés.

Bien str, il y a une justification (de nature cohomologique) plus profonde de ces constructions (cf. appendice
9.3).

8.3. Structures supplémentaires sur Dgr (V) et Deis(V)

Les modules Dgg (V) (resp. Deris(V)) et DYg(V) (resp. DY (V) sont muni de structures supplémentaires.
(i) Le R[p~!]-module D = Dqr(V) est muni d'une filtration décroissante, séparée et exhaustive {Fil"D},cz.
En effet, Panneau Bgr est muni d’une filtration Fil®, stable par 1'action de Gr. Elle induit une filtration
sur Bar ®va et donc sur DdR(V) C Bar ®QPV'
Le R[p~']-module D = Dggr (V) est aussi muni d’une connexion intégrable V vérifiant la transversalité

de Griffith V(Fil"D) C Fil"™*D Qg1 Qr[p~Y (pour r € Z). En effet, application

V®q, Bar — (V ®q, Bar ) @rp-1) Qrlp ']
vRbr— v V(D)

induit une application Dgr (V) — Dar(V) ®pgjp-1j Qg [p~1] car V commute & P’action de Gr. Comme V est
une connexion intégrable, c’est encore une connexion intégrable, on la note encore V. Comme V vérifie la
transversalité de Griffith sur Bqg, il en est de méme de la connexion induite sur Dgg (V).

(ii) Le Ro[p~']-module Dy = Deyis(V) est muni d'un opérateur ¢ semi-linéaire par rapport au Frobenius o
sur Ry [p’l]. En effet, Panneau Bjs est muni d’un opérateur ¢ o-linéaire qui commute a l'action de Gg.
Il induit donc un opérateur ¢ o-linéaire sur Beris ®q, V' par ¢(b ® v) = ¢(b) @ v, et comme ¢ commute a
'action de Gg, il laisse stable le sous-Rg[p~!]-module Deis(V).

Supposons la condition (BR) remplie. Le R[p~']-module (Do) , := R[p~"]®g,p-1) Do est un sous-R[p~']-
module de Dar(V) (proposition 8.2.1). 1l est donc muni d’une filtration {Fil" (Do) ,}rez décroissante,
séparée et exhaustive et d’une connexion intégrable V induites par I'homomorphisme injectif (DO) r— D
De plus on a Vi = ¢V sur Dy (en effet, d’apres la proposition 6.2.5, Popérateur ¢ et la connexion V
commutent sur Beis, il en est donc de méme sur Di5(V)).

(iii) Le K-espace vectoriel DY = DYz (V) est muni d'une filtration {Fil” D},cz qui est décroissante, séparée et
exhaustive.

(iv) Le W([p~!]-espace vectoriel D§ = DXiS(V) est muni d’un opérateur ¢ semi-linéaire par rapport au Frobenius
absolu sur W[p~']. Par ailleurs, si la condition (BR) est remplie, le K-espace vectoriel (D) ;. = K Q@ [p-1]
DY est isomorphe & un sous-K -espace vectoriel de DY (V) (propostition 8.2.12). 11 est donc muni d’une
filtration décroissante {F'il" (DOv ) K}rez séparée et exhaustive induite par celle de DV.

Proposition 8.3.1. — Le R[p~!]-module Dar (V) est projectif de rang < dim(V). De méme, le Ro[p~!]-module
Deis(V) est projectif de rang < dim(V).

Démonstration. — Pour tout r € Z, on a la suite exacte
0 — Fil'"' Bar ®q,V — Fil" Bar ®q,V — Bir 1" ©q, V — 0
qui induit I'inclusion
Fil" Dar (V') = (Fil" Bar @q, V)" /(Fil" Bar ©q, V)" < DYp(V ().

D’apres la proposition 4.2.6, le R[p~!]-module D1 (V (r)) est de type fini, nul sauf pour un nombre fini d’entiers
7 : il en est de méme de Fil" Dggr(V). Ainsi, le R[p~!]-module Dggr (V) est de type fini.

Comme R[p~!] est fini sur Ro[p~!], c’est aussi un Ro[p~!]-module de type fini. Or Deyis(V) € Dar(V) : le
Ro[p~1]-module Deis(V) est de type fini (car Ro[p~!] est noethérien).

En vertu de la proposition 7.1.2, comme ils sont naturellement munis d’une connexion intégrable, les modules
Dar(V) et Deris(V') sont projectifs. -

Proposition 8.3.2. — Soit V. € Repgg (Gr). Pour tout v € Z, les Rlp~']-modules Fil"(Dar(V)) et
Gr"(Dar(V)) (gradué de Dar (V') pour la filtration {Fil"(Dar(V))}rez) sont projectifs de type fini.



Démonstration. — L’homomorphisme aqr (V): Bar ®r[p-1) Dar(V) — Bar ®q, V est un isomorphisme. En pas-
sant aux gradués, on a pour tout n € Z
@ Gr' Bar ®R[p—1]GT‘j DdR(V) ~ Gr" Bqr ®QPV
i+j=n
Soit encore
@ Clvy, ..., va)(i) QO R[p-1] Grl Dyr(V) ~ Clvy, ..., v4)(n) ®q, \%
i+j=n

(proposition 5.2.6). On voit ainsi que pour tout r € Z, le Clvy, ..., v4]-module Clvy, ..., vq] @ gp-11 Gr" Dar(V))
est projectif de type fini comme facteur direct de Cfuvy,...,vq] ®q, V(n — r). Grace a la fidele platitude du
R[p~1]-module Clvy, ..., v,4] (théoreme 3.2.3), le R[p~!]-module Gr" Dgr(V) est projectif de type fini.

Comme les Fil" Dgr (V) sont, en tant que R[p~!]-modules, des extensions successives d’un nombre fini de
Gr7 Dgr(V), ils sont projectifs de type fini. O

Proposition 8.3.3. — Si V est Ry-cristalline (resp. Ro-cristalline horizontale), I’homomorphisme Ro[p~*]-
linéaire (resp. Wp~'-linéaire) @: 0* Deris(V) — Deris(V) (resp. @: 0* DYy (V) — DY,

oris eris (V) linéarisé de ¢ est
un isomorphisme.

Démonstration. — Supposons que la représentation V est Ry-cristalline. On a un isomorphisme
Beris ®R0[p—1]0* Dcris(V) =~ Beris ¢®R0[p_l] Dcris(v)
et le diagramme commutatif

Beris @9
Bcris ¢®R0 [p~1] Dcris (V)

lz
Bcris ¢®Bcris ( Bcris ®RD [p—1] Dcris (V)) V| eris (V)

Beris ®teris (V) \L ?

Bcris ®R0 [p~1] Dcris (V)

Bcris k,,(X>Bcﬂs (Bcris ®QP V) _ Bcris ®QP |4

I’homomorphisme du bas étant donné par by @by ®@v — b1 (b2)®w. Il en résulte que ’homomorphisme B.is ®¢ est
un isomorphisme. Par fideéle platitude de Beys sur Ro[p~!] (théoréme 6.3.8), 'homomorphisme Ro[p~!]-linéaire
©: 0" Deris(V) = Depis(V') est un isomorphisme.

Le cas ou V est Ry-cristalline horizontale se traite de fagon identique. O

Proposition 8.3.4. — (1) SiV € Repq (Gr) est de de Rham, alors Dar (V') est un objet de MF (V).
(ii) Supposons la condition (BR) remplie. Si V' est Ro-cristalline, alors Deyis(V') est un objet de MF g, g, (0, V).

Démonstration. — (i) Le R[p~']-module D = Dqgr (V) est muni d’une connexion intégrable V: D — D ®pgp,—1
ﬁ}%[p_l] et d'une filtration Fil®*D décroissante séparée et exhaustive telle que V vérifie la transversalité de
Griffith. Le R[p~!]-module D est projectif de type fini (proposition 8.3.1) et le gradué Gr®*D est projectif car V'
est de de Rham (proposition 8.3.2). Le R[p~!]-module Dggr (V) est donc un objet de MF (V).

(ii) Le Ro[p~']-module D = Deyis(V) est muni d’un opérateur de Frobenius ¢ semi-linéaire par rapport au
Frobenius ¢ sur Ro[p~'], d’'une connexion intégrable V: D — D ®p,pp-1] Q}% [p7!] telle que Vi = ¢V et
d’une filtration Fil®*Dp décroissante séparée et exhaustive sur Dr = R[p™!] Q@p,[,-1] D telle que V vérifie la
transversalité de Griffith (car Dr C Dgr(V') en vertu de la proposition 8.2.1).

Soit V un réseau de V stable par Gg. Si V est Rp-cristalline, on a Dgr(V) = Dr = R[p~!] ®Rop-1] D
(proposition 8.2.13) et le Ry[p~!]-module D est de type fini (proposition 8.3.1) : pour n entier assez grand,
si D désigne le Ry-module (7" Agyis ®z,V) gR, on a D = D[p~!]. Par construction, D est stable par V. Pour
ie€{l,...,d},ona Nf(Acris) C pAgis : la connexion V sur D est quasi-nilpotente. Par ailleurs, ’homomorphisme
Ro[p~!]-linéaire $: 0* D — D déduit de ¢ est bijectif d’apres la proposition 8.3.3. Enfin, le R[p~!]-module Dy
appartient & la catégorie MFg (V). Le Ro[p~']-module Deyis(V) est donc un objet de MFg /g, (¢, V). O

Remarque 8.3.5. — (Indépendance de la notion de représentation cristalline par rapport aux choix). Dans le
cas ol la condition (BR) est remplie, on peut montrer que le fait d’étre Ry-cristalline ne dépend que de R et
pas du choix de Ry (cf. [10, Proposition 3.6.4]) comme c’est fait dans loc. cit. 3.6. Rappelons qu’on définit pour
cela anneau Apax(R) comme étant le séparé complété pour la topologie p-adique de la sous-R ®w W(R) de
Rew W(R)[p~!] engenrée par w~! Ker(fr). C’est un anneau qui ne dépend que de R. La Rp-algebre Apax(Ro)
est munie d’un opérateur de Frobenius ¢.



On montre successivement que @(Amax(Ro)) € Acris(Ro) € Amax(Ro) (¢f- [10, Proposition 3.5.3]), que
Anax(R) € p YR ®r, Amax(Ro)) (c¢f. [10, Proposition 3.6.2]), que pour N € N tel que pV > e, on a
ON (Amax(Ro)[p™Y]) € Amax(R)[p~1] (¢f. [10, Proposition 3.6.3]). On en déduit que si V € Repq (Gr) et

Dinax (V) = (AmaX(RO)[til] ®Qp V)gR et Dmax,R(V) = (AmaX(R)[til] ®Qp V)gR
on a Dyax (V) = Deiis(V) et
R[p_l] ®0N(Ro[p—1]) @N(DmaX(V)) - Dmax7R( ) - R[p ] ®R0 [p—1] Dcrm(v)

de sorte que Diax,r(V) = R[p™'] @ Ryp-1) Dmax(V) en vertu de la proposition 8.3.3. Cela implique que V' est
Ro-cristalline si et seulement si elle est Ay (R)[t™1]-admissible, ce qui est indépendant du choix de Ry.

8.4. Gpr-régularité de B.,s et de Byr

Soit : Gr — Z; un homomorphisme continu. Soit V;, la représentation p-adique de dimension 1 qui est Q,
sur lequel G agit via le caractere 7. On dit que 1 est de de Rham (resp. R—cristallin, resp. Ro-non ramifié) si V,,
Pest.

Si Vi et Va sont deux représentations de de Rham (resp. de de Rham horizontale), il en est de méme de
Vi ®q, V2 d’apres [10, Proposition 3.1.5]. De méme, si la condition (BR) est remplie et V4 et V2 sont cristalines
(resp. cristalline horizontale), il en est de méme de Vi ®q, Va.

Proposition 8.4.1. — Soit n: G — Z; un homomorphisme continu. Alors
(i) n est de de Rham si et seulement sin peut s’écrire 1 = nenneX™ o 1 est un caractére d’ordre fini, Ny un
caractére (Ro-)non ramifié ;
(i) si la condition (BR) remplie, 1 est Ro-cristallin si et seulement si 1 peut s’écrire 1 = X" 0l Nny un
caractere Ry-non ramifié et n € Z.
En particulier, une représentation de de Rham de dimension 1 est potentiellement Rg-cristalline.

Démonstration. — Soit V' =V, = Q, v la représentation p-adique définie par le caractere 1.
(i) Supposons V de de Rham. Soit D = Dggr(V), c’est un R[p~!]-module projectif de rang 1, muni d’une

connexion intégrable V: D — D ®pgp,-1) Ol LIp~1. Soit R[p~!] = Z (R[p’l])f_ une partition de I'unité telle que

= (Rlp~ ]) ®Qppp-1] D est un (R[p~ ]) —module libre, pour je{l,...,r}. Il existe alors b; € Bar \{0} tel
e Dy, = (P, 0y 1)
Sin € Z, la représentation Q,(n) est de de Rham, il en est donc de méme de V(n). Par ailleurs, remplacer V/
par V(n) revient & remplacer 7 par nx", et Dy, par (R[p‘l])f_(t_"bj ® v). En choisissant n assez grand, on se
J
raméne au cas oil b; € Bl pour tout j € {1,...,7}.

Rappelons qu'on a B = BYy [u1,...,u4] (proposition 5.2.2). Ecrivons b= > b(ﬂj)gﬂ et fj = > f(J)
neNd neNd
d

avec b, ) € BYE et ot ut = [[ul pour n = (n1,...,ns) € N% On a 6(f;) = 0(f). Comme f; €
i=1 =

R[p~!, on a 6(f;) = f; et donc fg(j) n’est pas diviseur de zéro. On en déduit une inclusion (Bj{R)f_ -

(defzr ) e [u1, ..., uq]. Le R[p~!]-module D est muni d’une connexion intégrable V, soit encore de d dérivations
o
N;: D — D : pour tout j € {1,...,d}, il existe k; ; € (R[p™']), tel que N;(b;) = k; ;jb; pour i € {1,...,d}.
Posons k(j) = (k1,...,ka,;) et

g(ﬁ(])vf]) = {CC € (defzr)fg(ﬂ[[ulv ug], (Vi€ {l,...,d}) Ni(z) = kiij}'

fi

C’est un (ng‘)féj)—module. ECI‘iVODS xr = Z QJ(J)u” avec xSLJ) c (B(Yl;f)féj) pour n € N. Désignons par
= neNd =
¢; le multi-indice (0,...,0,1,0,...,0) (le 1 étant & la i-éme coordonnée). On a N;(z) = > x,nul % (u; +
neNd
1® [T}]) et donc Ni(z) = 3 (niwn + (ni + 1)(1 ® [T}]))apre, )u Ecrivons alors k; ; comme un élément
neN9
de (deg)féj) [ur,...,uq] : on a ki; = kg’j)gﬂ. Légalité N;(z) = k;;x se traduit alors, dans
0 neNd



(BY: )fg(j) [wi,...,uq] par les égalités n;x, + (n; + 1)(1 ® [ﬁ»])xﬂJrgi =3 k(mi’j)xﬂ,m, et donc par

m<n
Tpte, = #(1 ® [ﬂ]_l)( Z k(mi’j)mﬂ_m - nixﬂ).
m<n
pour tout n € N? et tout i € {1,...,d}. On en déduit que les z,, se calculent de proche en proche & partir

de g, en particulier, ils sont tous divisibles par zo. L’application &(k(j), f;) — (BYq )f(j);x — xo est donc
0 0 ( 0

un isomorphisme de (BYy ) sop-modules et & (k(5), f;) est un (BYR ) ,»-module libre de rang 1 tel que pour

1
z € &(k(j), f;), on a xg = 0 = x = 0. En particulier, comme b; € &(k(j), f;) \ {0}, on a b(gj) # 0. 1l existe donc
m; € N tel que bé_j) c Fil™ B(YR\FilmjJrl B(YR. D’apres ce qui précede, b(gj) divise b(ﬂj) pour tout n € N? : on a
t~™ib; € Blg et ¢j = 0(t™™ib;) # 0. On a g(c;) = (n71x ™) (g)c; pour tout g € Gp.

Rappelons (section 3.3) qu’on a un homomorphisme injectif Gr,-équivariant ¥: C' — [] C(p), les composantes
peT
du produit étant permutées transitivement par Grg, .

Commencons par montrer que m; est indépendant de j. Quitte a remplager R par une extension finie, on peut
supposer que R[p~!]/Ro[p~!] est galoisienne. L’induite de V & Gr, se factorie par son abélianisé. Pour p € T,
on a donc ¥,(c;) # 0 (composante d’'indice p de ¥(c;)), car les composantes sont permutées transitivement
par Gr,. Comme g(c;) = (n~'x"™)(g)c; pour tout g € Gg donc pour tout g € Gr(p), le caractére ny™i est
C(p)-admissible pour p € T. Cela implique (¢f. (10, Proposition 3.4.2]) que m; ne dépend pas de j : quitte &
remplacer V par V(m;), on peut supposer que m; = 0 pour tout j. Le caractere n est alors C(p)-admissible pour
p € T. D’apres la « théorie de Sen généralisée » (c¢f. [9, Proposition 6]), I'action de l'inertie de C:R(p) sur V est
finie, et donc l'action de Ig,(p) N C:R(p) sur V est finie.

Comme Z; ~ F x (1+pZ,), ou F est un goupe fini, le caractere n s’écrit n = n¢nn, olt 7¢ est d’ordre fini et
Tnr €st & valeurs dans 1+ pZ,. L’action de Ig,(p) N Gr(p) étant finie et 1 + pZ, sans torsion, ny,, est trivial sur
Ir,(p)N C?R(p) pour tout p € T'. D’apres le corollaire 8.1.7, le caractere 7y, est Ro-non ramifié.

Réciproquement, soit 1 = nenn, X" avec 1y d’ordre fini, 7, non ramifié et n € Z. D’apres la proposition 8.1.1,
nt est R[p~!]-admissible, donc de de Rham. D’apres la proposition 8.2.14, 7, est de de Rham. Comme x" est de
de Rham pour tout n € Z, le caracteére n est de de Rham d’apres ce qui a été rappelé au début de cette section.

(ii) Supposons que V est Rp-cristalline. Le caractere i est donc de de Rham d’apres la proposition 8.2.13.
D’apres ce qui précede, il s’écrit donc n = nen), x™ avec ny d’ordre fini, 1}, Ro-non ramifié a valeurs dans 1+pZ,
et n € Z. Comme 7, est & valeurs dans 1+ pZ,, la démonstration de la proposition 8.1.3 montre que le cocycle
Ny, est trivialisé par un élément b/, € 1 + p}/%? . On a alors b, € BX,, vu que E(? C Agis- On en déduit que
ni—1 est Rg-cristallin. Par ailleurs, y ™ est Ro-cristallin. D’apres ce qui a été rappelé au début de cette section,
comme la condition (BR) est remplie, le caractere ng = nni ' x ™" est Ro-cristallin. Soit N € N tel que 5 = 1.
Le caractere 7 = nfv ~1 est Ry-cristallin.

Montrons que le caractere 7¢ est aussi R-non ramifié. Rappelons (section 6.2) qu’on a un plongement Gg,-

équivariant U: Beus — ] Beris(p), le groupe G, permutant les composantes du produit de fagon transitive. La
peT

restriction du caractere ny a chacun des groupes QAR(p) est donc cristalline et d’ordre fini. Elle est donc triviale
sur I, (p) N Gr(p) d’apres [10, Proposition 3.4.2]. Comme c’est vrai pour tout p € T, le caractere ng est Ro-non
ramifié d’apres le corollaire 8.1.7, le caractere n,, est Ro-non ramifié.

Le caractére n,, = n¢n), est alors Rg-non ramifié. On a donc 7 = n,,x™ avec 1, Ro-non ramifié et n € Z.

Réciproquement, soit n = 7y, X" avec 7, Ro-non ramifié et n € Z. D’apres la proposition 8.2.14, n,, est
Ry-cristallin. Comme x™ est Rp-cristallin pour tout n € Z, le caractere n est Rg-cristallin. O

Théoréme 8.4.2. — La catégorie Repyr (QR) (resp. Rep(YR (QR)) est une sous-catégorie tannakienne de
RepQp (Gr). et la restriction du foncteur Dar a Repgg (Gr) (resp. de Dir ¢ Repir (Gr)) est un R[p~!]-
foncteur fibre (resp. un K-foncteur fibre). Si la condition (BR) est remplie, la catégoric Repp, _ s (Gr) (resp.
RerO_mS (QR)) est une sous-catégorie tannakienne de RepQp (QR), et la restriction du foncteur Deys a
Repg,.ais (Gr) (resp. de DY.. a Repgg_ms (Gr)) est un Rolp~']-foncteur fibre (resp. un W[p~1]-foncteur
fibre).

Démonstration. — Cela résulte du fait que Bar, Beris; By €t Baye sont Gr-réguliers (cf. [10, Définition 3.1.8]).
La propriété (i) de la définition résulte des théorémes 5.4.1 pour B4gr, du théoréme 6.3.8 pour B,is et est évidente
pour B(YR et BCVris parce que K et W[p~!] sont des corps. La propriété (ii) est 'objet des propositions 8.2.4, 8.2.6



et 8.2.9 et la propriété (iii) est évidente. Reste & prouver la propriété (iv). Soit V une représentation p-adique de
Gr de dimension 1. Elle est donnée par un homomorphisme continu 7: G — Z;.

Supposons 77 de de Rham (resp. Rp-cristallin). D’apres la proposition 8.4.1 et sa preuve, 1 peut s’écrire
7 = NeNurX™ (resp. 7 = Murx™) ol 7 est un caracteére d’ordre fini, 7,, un caractére Ro-non ramifié & valeur dans
14+pZ, et n € Z. On a vu au cours de la preuve de la proposition 8.4.1 que le caractere 7, est lui aussi Ro-non
ramifié (parce qu'’il est trivialisé par un élément de 1 + pR{)1 C Al,s), donc de de Rham (resp. Ry-cristallin)
d’apres la proposition 8.2.14. Comme 7 est d’ordre fini, on a N € N+ tel que ni¥ =1 et donc 77;1 = nﬁvfl est
de de Rham, d’apres ce qu’on a rappelé au début de la section. Par ailleurs, le caractere x ™" est Ry-cristallin
(donc aussi de de Rham d’aprés la proposition 8.2.13). Le caractere n~! = n; 'ntx ™" (resp. ™t = nlx™") est
donc de de Rham (resp. Ry-cristallin). En particulier, en vertu de [10, Proposition 3.1.7], on a des isomorphismes
Dgr(V) =~ Hompp,-1) (DdR(V), R[p’l]) et Deris (V) ~ Homp,[,-1) (DcriS(V), Ro[p’l]) pour toute représentation
de de Rham (resp. cristalline).

Supposons 7 de de Rham horizontal (resp. Ro-cristallin horizontal). La représentation V' est de de Rham (resp.
Ry-cristalline) d’apres la proposition 8.2.10. Il en est donc de méme de VY d’apres ce qui précede. D’apres la
proposition 8.2.10, il s’agit de montrer que la connexion sur Dgr (V") (resp. Deris(V'Y)) est triviale.

L’homomorphisme naturel fqr: R[p~'] @x DYr(V) — Dar(V) (resp. Beris: Ro[p~'] Owp-1] DY. (V) —
Deyis(V')) est un isomorphisme (proposition 8.2.10). On en déduit un isomorphisme

HOInR[p—1] (DdR(V),R[p_l]) = HOIIIR[ -1 (R[p_l] QK D(YR(V),R[p_l])

(resp. Hompg,p-1) (Deris(V), Ro[p™!]) = Homp,p-11 (Ro[p™!] ®@wip-1) Dais(V), Rolp~1])) de R[p~']-modules
(resp. Ro[p~!]-modules) & connexion. Comme K et W[p~1] sont des corps, on a

Hompy,-1 (Rp™ '] @k D3R(V), Rlp"]) ~ Rlp'| ®x Homp (D3R (V), K)

(resp. Homp,p-1) (Rolp™] @wpp-1) Deanis(V), Wp™']) = Rolp™] ©wpp-1) Homp—1) (Dess(V), W[p™'])). On a
donc un isomorphisme
Dar(VY) = R[p_l] ®K HOIDK (D3r(V), K)
(resp. Deris(VY) = Rolp™Y] @wp-1) Homyypp-1) ( Doni (V), W[p™!])) de modules & connexion sur R[p~!] (resp.
14

Ro[p~1]). La connexion sur DdR(VV) (resp. DCrlS )) ebt donc triviale, ce qu’on voulait. O

Proposition 8.4.3. — Soit V' est une représentation p-adique de de Rham (resp. de de Rham horizontale),
Visomorphisme aar(V): Bar ®gpp-1)Dar(V) — Bar ®q, V' (resp. aYz(V): BYr ®x DYr(V) — Bg ®q,V) est
compatible aux structures supplémentaires décrites dans la section 8.3. De méme, les isomorphismes et suites
ezactes qu’on déduit du fait que Dar (resp. D) induit un R[p~']-foncteur fibre (resp. un K -foncteur fibre) sur
la catégorie Repyr (QR) (resp. Rep(YR (QR)) respectent les structures supplémentaires. Méme énoncé avec les
représentations Ro-cristallines et Ro-cristallines horizontales lorsque la condition (BR) est remplie.

Démonstration. — Le point non trivial est la stricte compatibilité aux filtrations. On dispose du foncteur grp
qui & un R[p~!]-module filtré associe son gradué. C’est un foncteur exact de la catégorie des R[p~!]-modules
filtrés vers la catégorie des R[p~!]-modules gradués. En outre, il commute au produit tensoriel. On a (corollaire
5.2.7) Bur := grp(Bar). D’apres la proposition 8.2.5 (Hyodo [37, Proposition 2.1]), pour toute représentation
p-adique V', 'homomorphisme naturel agr(V): Byr ®R[p-1] Dyr(V) — Bur ®QpV est injectif, ou Dyp(V) =
(Bur ®q, V)"

Soit V' une représentation p-adique de de Rham. On a grp(Dgr) = Dur(V) et le diagramme commutatif

gz (Bar ®pp-1) Dar(V)) — grp(Bar ®QPV)

grp(Bar) ®gp-1) 8rr(Dar) V) By ®q, V-

L'injectivité de agr (V) implique celle de application gr g ( Bar @ g1 Dar(V)) — grz(Bar ©q, V) et donc la
stricte compatibilité de aqr (V') aux filtrations.
Soient V; et V5 deux représentations p-adiques de de Rham. Montrons que 'isomorphisme

Dar(V1) ®gp-1) Dar(V2) = Dar (Vi ®q, Va2)
est compatible aux filtrations. On a le diagramme commutatif
Bar @gjp-1) Dar (V1) @gpp-1) Dar(Va) —= Bar @rpp-1 Dar big(Vi ©q, V)
adR(V1)®Oth(V2)\L l/oédR(V1®Qp Va)

(Bar ®q,V1) @Buy (Bdar ®q,V2) ———— Bar ®q, V1 ®q, V2



ot agr(V1) ® agr(V2) et agr(Vh ®q, V) sont des isomorphismes de modules filtrés sur R[p~!] d’apres ce qui
précede. Il en est donc de méme de ’homomorphisme

Bar @ gjp-1) Dar(V1) @gp-1) Dar(Va) — Bar @rp-11 Dar (Vi ®q, Va).

En passant aux gradués, on a un isomorphisme
Bur @pp-118r g (Dar(Vi) @gp-1) Dar(Va2)) = But @rp-1grr(Dar (Vi ©q, V2))

et donc un isomorphisme grR(DdR(Vl) ®R[p-1] DdR(Vz)) = grR(DdR (Vl ®q, Vg)) par fidele platitude de Byt
sur R[p~!] (théoreme 3.2.3), ce qu’on voulait.
Raisonnement analogue pour le dual. [l

8.5. Pleine fidélité du foncteur D, admissibilité

Soit D un module filtré sur R. Le R[p~!]-module Bar ®gjp-1) D est alors muni d’une filtration donnée par

FZ'ZT(BdR ®R[p*1]DR) = Z Im (FZZS Bar ®R[p71]Filr_sDR — Bar ®R[p*1]DR)
SEZ
pour r € Z. Il est aussi muni d’une connexion donnée par V(b ® d) = d ® V(b) + b ® V(d). Elle induit une
connexion sur le sous—Ro[pfl]—module Beris ® Ro[p_l]D' Ce dernier est aussi muni d’un Frobenius donné par

p(b®d) = p(b) @ p(d).
Définition 8.5.1. — Si D est un module filtré sur R[p~!], on pose :

p=1 _
Veris(D) = (Bexis ® gy [p-11D) V=0 N Fil®((Bar ®ppp-11Dr) ¥ =°).

On obtient ainsi un foncteur de la catégorie MF g/, (¢, V) dans la catégorie des Q,-espaces vectoriels topolo-
giques munis d’une action linéaire continue de Gg.

Notation. On note MF%/RO(QD, V) I'image essentielle du foncteur

Dais: Repg,_cris (QR) — MFpg/ g, (¢, V).

Ses objets sont appelés les (p, V)-modules filtrés admissibles.

Théoréme 8.5.2. — Supposons la condition (BR) remplie.

(i) La catégorie MFp p (¢, V) est abélienne.

(i) Si D1 et Do sont deux modules filtrés admissibles sur R, il en est de méme de D1 ® Ds (vu comme objet
de MF /. (¢,V)). De méme, si D est un module filtré admissible sur R, son dual D l’est encore (vu
comme objet de MF /g (¢, V)).

(iii) Munie de ces structures, la catégorie MFg g (¢, V) est tannakienne.

(iv) Le foncteur Des induit une équivalence de catégories tannakiennes Repg, s (Gr) = MF% /g, (¢, V)
et le foncteur induit par Vs est un quasi-inverse.

~

Démonstration. — (cf. [10, Théoreme 4.2.2]) Soit V' € Repg,_ cis (QR). Par définition, ceris(V) 1 Beris ® go[p-1] Deris(V) —
Beris ®va est un isomorphisme de B.is-modules, et a fortiori Bqr ® Rlp—1] Deais(V)r = Bar ®va' On a alors
&=l 0 V=0 €=l 0 V=0
Veris(Deris(V)) = (Baris ©q, V) V=0 N Fil’(Bar ©q,V) ") ~ (BYZ"NFiI’Bir ") ®q, V-
=1

D’apres le corollaire 6.2.19, on a Bﬁ;o NFil® B(YRZO = Qp. L’application naturelle V- — Vs (Dcris(V)) est donc
un isomorphisme. On en déduit la pleine fidélité du foncteur induit par D.,s et le fait que Vs induit un foncteur
quasi-inverse.

L’assertion (i) découle de la pleine fidélité du foncteur induit par Des. Le théoréme 8.4.2 affirme que la
restriction du foncteur Deris & Reppr,_ s (Gr) est un Ro[p~!]-foncteur fibre. Les assertions (ii), (iii) et (iv) en
résultent. O

Proposition 8.5.3. — On suppose la condition (BR) remplie. Soit V' wune représentation p-adique Ry-
cristalline. Alors Deris(V) € MF g/, (9, V) est ponctuellement faiblement admissible.



Démonstration. — Posons D = Deyis(V). Soit p € Spec(Ro/pRo) et (W (k),p W(k),7, s) un objet-test tel que
est parfait et p = Ker(s). Le Frobenius ¢ sur Ry étant donné, s induit un homomorphisme Ry — W(x), et donc
un homomorphisme s: Berig(Ro) — Beris(W(k)) (ce dernier envoie u; sur 0 pour tout ¢ € {1,...,d}), et donc un
morphisme D — Deyis wis) (V) = (Beris(W (k) ®q, V)G, ot G = Gw(x) NGr. On a alors le diagramme

Beris (W (k) Qaeris (V)

Beris(W(K)) @w(n)[p-1] Dw(i).p W) 7,5 Beris(W(k)) ®q, V

Bexia (W (7)) 5 m’

Bcris(W(’i)) ®W(/~c)[p*1] Dcris,W(n) (V)

Comme arris (V') est un isomorphisme, il en est de méme de Beis(W(k)) ® aieris (V') done areris wix) (V) est surjectif.
Comme il est injectif, ¢’est un isomorphisme et V' est cristalline comme représentation de G. Le ¢-module filtré
Deris,w(x) (V) est donc faiblement admissible d’apres [28, Proposition 5.4.2] (ou [10, Proposition 4.2.4]). Par
ailleurs, ’homomorphisme Be,is(W(k)) QW (k) [p—1] D(W(n),pW(n),%s) — Beris(W(k)) QW (k)[p—1] Dcris7W(H) (V) est
bijectif : il en est de méme de D w(x),pW(x),v,s) — Deris,w(x) (V) €t D(w(x),p W(x),y,s) €t faiblement admissible. [

8.6. Cas des caractéres

Dans toute cette partie, on suppose la condition (BR) remplie.

Proposition 8.6.1. — Soit V une représentation p-adique Rg-cristalline de dimension 1. Il existe un revétement
fini étale Ry — Ry tel que le Ry[p~']-module Ry[p~'] @ ryp-1) Dexis(V) est libre.

Démonstration. — On a V = Q, v, l'action de gr étant donnée par g.v = n~1(g)v ot n: Gp — Z; est un
caractere continu. Si la représentation V' est Rp-cristalline, on a une écriture n = nemn,x™ ol 7 est Ro-non
ramifié d’ordre fini, n,, est Rg-non ramifié a valeurs dans 1 + pZ,, trivialisé par un élément o € 1 + pﬁ{?
(proposition 8.4.1).

Soit D = Deyis(V). On a alors D = {b® v, b € Beis, 9(0)0; *(9)nmt (9)x ™ (g9) = b} soit D = {b®@wv, b €
Beris, g(@™17"b) = ne(g)a™1t="b} et donc D = at™D’ avec D' = Dms(nf_l) = {V € Beis, g(V) = ne(g)b'}. On
sait (cf. proposition 8.3.1) que D’ est un Ry[p~!]-module projectif de rang 1.

Le caractere 7 se factorise & travers un quotient fini G /G’ de G, avec I}{O = Ker(Gr — Jgr,) C G’ (car 5 est

Ro-non ramifié). Soit R} = R Cest un revétement fini étale de Ry. Par ailleurs, on a D ry, = Rolp 1 ®pop-1 D
est libre de rang 1 sur Ry[p~1]. O

Proposition 8.6.2. — Soit D un (p, V)-module filtré sur R[p—1] relativement a Ro[p~!], de rang 1. Supposons
qu’il existe un revétement fini étale Ro — Ry tel que le Ry[p~']-module Dp, = Ry ®r, D est libre. Supposons
que tn(D) =tn(D,p) est indépendant de p € Spec(Ro/pRy). Alors

0 St tN(D)>tH(D)
dime (Vcris(D)) - 1 Si tN(D) = tH(D)
400 st tN(D) <tH(D)
Démonstration. — Le revétement fini étale Ry — R{, correspond a un sous-groupe ouvert G’ de Gg. On

a Vcris(-D) = (Bcris ®R0[p_1]D)ga:17V:O n FﬂO(BdR ®R0[p—1]D)' Comme By ®R0[p—1]D = Bis ®R6[p—1]D/ et
Bar ®R0[p—1]D = Bar ®R6[p_1]DI avec D' = DR/D = Rlo[p71] ®Ro[p_1] D, on a Vcris(D) = Vcris(Dl) (comme
Q,-vectoriel). Quitte a remplacer D par D' (donc Ry par Rj = R , etc), on peut supposer que D est libre sur
Ry @,1]'

On a alors D = Ro[p~!]d, et ¢(d) = Ad. Comme (D) engendre D, on a A € (Ro[p~!])*. Notons r = tx (D),
C’est un entier rationnel. Ecrivons A = p"Ag. Pour tout p € Spec(Ro/pRo), I'image de Ay par tout plongement
Ro[p~!] — W(k)[p~!] (ou k est un corps parfait) est de valuation nulle. Il en résulte que \g € Ry. Comme c’est
aussi le cas pour \;', on a en fait \g € Ry

Notons s =ty (D). Ona Fil’Dr = Drsij<set FillDp=0sij >s. Ona

Vcris(D) = (Bcris ®R0[p71]D)Lp:1’v:O n FZZO (BdR ®Ro[p*1]D)
={b®d, b€ Buis, p(b) @A =b®d, V(b®d) =0, b® d € Fil’(Bgr ®Qprolp-11D)}
~ {b € Beis, (b)p" Ao =b, V(b ®d) =0, b € Fil"*(Bgr)}

= t—"“{bo € Bcrisv (p(bO)AO = bOa v(bO ® d) = 0, b() S Fﬂris(BdR)}



avec b = t~"by dans le dernier isomorphisme (rappelons que ¢ est horizontal pour la connexion). On va se ramener
au cas ol \g = 1.

Soit P(X) = XP~1 =\, et ap € Frac(R) une racine de P. On a P'(ag) = (p—1)af ™2 € Ro[ag]* car o' = Ao
est inversible dans Ry. L’anneau Rg[ay] est donc une Rg-algebre étale, et donc ao € Ry" x,

Soit by € Beris tel que ¢(bg) Ao = bg. Posons by = agbg. On a ¢(by) = (ao))\o bo. Posons A1 = app(ag) Ao €
R{. On a p(b1)\1 = by. Par ailleurs, on a p(ap) = off mod pRy, donc A\]* =1 mod pRO i.e. A1 =1 mod pRy.

A partir de ag et by, on construit des suites (ay)nen € RE'N et (by)nen € BN, vérifiant les propriétés

suivantes

(a) Pour n € Nsg, on a o, € 1 4+ p" R,

(b) Pour n € N, on a by t1 = anby,

(c) Pour n € N, on a p(by) A, = b, avec A, € 1 + p"RY*
de la fagon suivante : si n € Ny, et si ap—1 et by, sont construits, on écrit A, = 1+ p"u, avec p, € R§*. Soit
Qn(X) = XP — X + p, et B, € Frac(R) une racine de Q,,. On a Q’,(3,) = pBL~! —1 € R}[B.]* (on R, est une
Ry-algebre finie étale qui contient p,). L’anneau Rj[5,] est donc une Ry-algebre étale, et donc 3, € Rj". Posons

ap=1—p"B, €1+ p"Ry"
b1 = anby,
Ant1 = anplan) A
On a p(by) A, = by, donc @(by4+1)Ant+1 = bnt1. Par ailleurs, on a

A1 =1 =p"B) A = p"@(Bn) " (L4 p" ) = 1L+ p"(0(Bn) — Bn + ptn) mod p*" RY"

Comme ¢(f3,) = 2 mod pRE" et 2n > n+1 (car n > 0), on a Ayq1 = 1+ p"(BE — By + f1n) + p" TLRYT et donc
Ant1 € 14 p"HIRET.
o0 —_—
Posons alors @ = [] ay,. Comme ag € Ry™ ™ et a,, € 1+ p™RE" pour n > 0, le produit converge dans R

n=0
Notons que la suite (ay)nen, et donc a, ne dépendent que de ag et de Ag (car on construit «,, a partir de A,

et A\pt1 & partir de A\, et ay,), et pas de la suite (by,),en. Par ailleurs, la suite (b, )nen converge vers I’élément
b = aby dans Bg,is. Par construction, on a ¢(b') = b'.
Notons que comme #(a) = o # 0, on a « € Fil’(B4r) — Fil'(Bgr), et by € Fil"*(Bgr) < b’ € Fil"*(Bqr).
On a
Veris(D) ~ o~ %" {V € Beis, (b)) =V, V(' @ a~*d) = 0, b € Fil”*(Bag)}-
Soit b € Beyis tel que V(0 ® a=1d) = 0. Pour tout i € {1,...,d}, on a N;(bVa=1d) = 0 ie. o IN;(V') +
V' Ni(a= ki = 0 (ol k; € Ro[p~*] ne dépend que de « et d). On a donc N;(b') = Kb avec ki € Ri[p~!]. Mais

pour tout ¢ € {1,...,d} et tout n € Nsg, il existe des éléments (91(;1)) € R tels que

1<j<d
Nip" = p" Z G(H)QDHN
d d
En effet, pour n = a > Nip®dlog(T;) = Ve = = > @N;dlog(o(T;)) (proposition 8.3.4) et
i=1 i=1
dlog(o(Ty)) € pQ vu que U(T) =T/ mod pRy. Le cas n > 0 s’en déduit par une récurrence immédiate.

Ainsi, on a N;p"(b') = p” 29” O™ (kY de KD = p” 29” OM(EDY. Si b # 0, on a donc k} =

p" Zd: 98—1)@" (ki) (d’apres les propositions 5.2.3 et 5.2.4, les éléments de Rgr [p~1]\ {0} ne sont pas diviseurs de
zér]o:cllans Beris)- Sib # 0, on a donc k; = 0 pour tout 7 € {1,...,d} car Ry est séparé pour la topologie p-adique.
Dans tous les cas, on a N;(b') = kb’ =0, i.e. V(b') = 0. On a donc
Osir—s>0
Veris(D) ~ o't BV O NFI ™ (Bar) = Q a1t " sir — 5 =0

un Q,, -vectoriel de dimension infinie si r —s <0

ce qu’on voulait. O

Il résulte du théoreme 8.5.2, des proposition 8.6.1 et 8.6.2 que lorsque la condition (BR) est remplie, le
foncteur D,is induit une équivalence entre la catégorie des caracteres cristallins et celle des (¢, V)-modules filtfes



sur R[p~!] relativement & Ro[p~!] qui sont ponctuellement faiblement admissibles et qui se « libérent » aprés une
extension finie étale Ry — Ry.

Si D est un (p, V)-module filtfe sur R[p~!] relativement & Ro[p~!], on dit que D est faiblement admissible
s’il est ponctuellement faiblement admissible et s’il se libere apres une extension finie étale de Ry. On a donc
I’équivalence « faiblement admissible < admissible » dans ce cas. Il est naturel de se demander si cette définition
donne encore lieu a une équivalence en rang supérieur a 1, ce que j’ignore. On est confronté a deux problemes :

(1) Est-il vrai en général que Dq,is(V') se libére apres une extension finie étale de Ry comme c’est le cas lorsque
dimq, (V) =1 (¢f. proposition 8.6.1). Un indice est fourni par la proposition 4.2.8, qui implique que Dis(V)
se libere apres une extension finie étale de Ro[p~!].

(2) A-t’on faiblement « admissible = admissible » ? Il semble que non (Tsuji).






CHAPITRE 9

APPENDICES

9.1. Rappels et compléments sur les revétements presque étales

On garde les notations de la section 2. Soit S une R-algebre finie et normale telle que R[p~'] € S[p~'] est
étale. Pour n € N, on note Sy, le normalisé de S @5 En et M,, (resp. L,) anneau total des fractions de S,, (resp.
de E,L).

On dispose de la trace Tryy, /1, : Mp — L. Comme R, est normal et S, entier sur }N%n, I'application Tryy, /1.,
envoie S, dans R,. Comme R[p~'] C S[p~!] est étale, il existe un unique idempotent g fm = tn € (S, ®z.
Sy)[p~t] caractérisé par my, (z) = (Trar, /1, ®1d)(e,.2) pour tout z € (S, ®z. Sp)p~t, ot my s My @y, My, —
M, est la multiplication.

Dans [1], le théoreme de pureté de Faltings ([20, Theorem 3.1], [22, Theorem 4]) est raffiné dans 'esprit de
Tate ([46, Proposition 5]) :

Théoréme 9.1.1. — (Refined almost étalness, [1, Theorem 5.1]). Il existe un entier { (qui ne dépend que de
S) tel que p? e, €5, ®f. Sh.

Corollaire 9.1.2. — Soient S C S’ deuz R-algébres finies normales telles que R[p~' C S[p~'] C §'[p!]
soient étales. Avec les notations qui précédent, il existe un entier & (qui ne dépend que de S et S') tel que
Sn/ Trar ym, (Sh) est tué par pP "

Démonstration. — Soit S” le normalisé de S’ dans une cloture galoisienne de S’[p~!]. Comme (avec des notations
évidentes), on a Trypv/ag, (Sy) € Trag ar, (S;,) on a une surjection S,/ Trapwar, (Sy) = Sn/ Trag /ar, (S;,) et
quitte & remplager S’ par S”, on peut supposer que S’[p~!]/R[p~!] est galoisienne.
D’apres le théoreme 9.1.1, on a pgpfnes,/ﬁ . €5,®p S, ol est un entier indépendant de n. Par ailleurs, 'idem-
potent ¢, = eg/5., € (), ®s, S},)[p~!] est I'image de ¢g/ /. PAr homomorphisme surjectif (Sn@p Sh)lp' —
(57, ®s, S5)[p~']. En effet, ces idempotents correspondent au facteur associé a I'identité de Gal (S, [p~1]/S,[p~"])
et de Gal (S,’l p~Y/Ry, [p‘l]) respectivement et ’homomorphisme n’est autre que la projection associée & 'inclu-
sion Gal (S}, [p1]/Sn[p~Y]) C Gal (S,[p~*]/Rn[p~!]). On a donc aussi p? "¢, € S}, ®s, Sh.
. —n T —n —n r
Ecrivons p® e, = SN @ i avec A, p; € S5. On a alors p " =m, (pfp ®1)=> Ter/Mn(/\i)ui. En
i=1 1=1

—_-n ’ T

[Mp:Mn] et 1a somme des [] [] 9(Trag /s, (Ni)pa), in-

i=1geqG,

dexée par les partitions G1][---[[Gr = Gal (S,[p~*]/Sn[p™']). En regroupant les termes pour lesquels on a

prenant la norme de cette égalité on voit que p‘?

Card(G;) = n; avec n = (n1,...,n,) € N" fix¢, p?~ "[Mu:Mal peut 'écrire comme une somme d’éléments de la
T
forme ay TT Trazs jar, (Ai)™ ol ay € S}, est invariant sous Gal (S}, [p~']/Sn[p~"]), donc dans s, vu que ce dernier
i=1

est normal. On a donc p "Ml € Ty, 3y (S4). La suite ([M, : My])nen 6tant bornée, il suffit de prendre

6= ém;?x ([M], : M)). O

A partir de maintenant, et jusqu’a la fin de cette section, les notations ne sont pas celles du texte, mais celles
de [22]. Commengons par rappeler quelques définitions et propriétés (cf. loc. cit. 1 et 2).

Soit V un anneau commutatif unitaire muni d’une suite d’idéaux principaux {mg}aca+ ol A est un sous-
groupe de Q dense dans R. On note 7@ un générateur de m,, et on suppose que 7*7% € BV et que 7 n’est

pas diviseur de zéro pour «, 3 € A*. On pose m = |J m,.
a>0



Définition 9.1.3. — (Faltings) Un V-module M est dit presque nul s’il est tué par m. On note alors M = 0.
Soient R une V-algebre et M un R-module.

Définition 9.1.4. — (i) Le R-module M est presque projectif si Extin(M,N) ~ 0 pour tout R-module N
et tout ¢ > 0 (¢ = 1 suffit).
(ii) Le R-module M est presque plat si Tor’(M, N) ~ 0 pour tout R-module N et tout i > 0 (i = 1 suffit).
(iii) Le R-module M est presque type fini (resp. presque de présentation finie) si pour tout o € Ao, il existe
un R-module de type fini (resp. de présentation finie) N, et deux applications R-linéaires 1, : N, — M et
¢a: M — N, telles que ¢q 0 ¢pq = 7 Idn, €t ¢ 0 o = 7 Idps.

Proposition 9.1.5. — (i) Un R-module P est presque projectif si et seulement si pour tout couple d’appli-
cations R-linéaires f: M — N, g: P — N avec f surjective, 7g se factorise par f pour tout a € Asg.
C’est équivalent a dire que pour tout a € Asg, il existe un R-module libre Ly, et des applications R-linéaires
L, 2P ELR L, tels que go o fo = 7 1dp.

(i) Si P est presque projectif et presque de type fini, alors P est presque de présentation finie.

Définition 9.1.6. — (cf. [34, 18.3.1]) Un homomorphisme d’anneaux A — B est revétement presque étale
quand

(i) Le A-module B est presque projectif de type fini, de rang fini.

(ii) Le B ®4 B est presque projectif de type fini.

Soit A — B un revétement presque étale. En remplagant au besoin A par Hom(m, A), on peut se réduire au
cas ou le rang de B sur A est constant égal a r. Il existe alors un changement de base presque fidelement plat
A — A (i.e. A est presque plat sur Aet M ®4 A’ ~ 0= M = 0) tel que B4 A’ ~ A".

Lemme 9.1.7. — Soit A un anneau, By, By deux revétements presque étales de A. Soit w: By — By un homo-
morphisme de A-algébres. Alors w est un revétement presque étale.

Démonstration. — e On a le diagramme cocartésien

By ®4 B — B ®4 B>
v O v

B1 —— BQ.

Comme Bj est un revétement presque étale de A, le By ® 4 Bi-module B; est presque projectif de type fini.
Le B; ® 4 Bs-module Bs est donc presque projectif de type fini par changement de base. Comme By est un
revétement presque étale de A, le A-module By est presque projectif de type fini. Le Bi-module B; ® 4 Bo est
donc presque projectif de type fini par changement de base. Il en résulte que le composé By — By ® 4 Bo — B
est presque projectif de type fini.
e On a le diagramme cocartésien
By ®4 By —= B> ®p, B>

b O v

B2 _ B2'
Comme Bj est un revétement presque étale de A, le Bs ® 4 Ba-module By est presque projectif de type fini. 11
en est donc de méme du B ®p, Ba-module Bs. O

Lemme 9.1.8. — Soit A un anneau, M, N deuzr A-modules et A’ une A-algébre. On suppose M presque de
présentation finie sur A et A’ presque plat sur A. Alors ’homomorphisme naturel

A’ XA HOIIIA(M, N) — HOIIIA/(A/ ®a M, A’ XA N)
est un presque isomorphisme.

Démonstration. — Soit o € A. 1l existe un A-module M, de présentation finie, des homomorphismes uy: M —
M, et vy : My — M tels que le composé M 23 M, 3 M soit la multiplication par 7@. Soit A™ — ASe — M, — 0
une présentation de M,. On en déduit la suite exacte 0 — Homy (M, N) — Homy (A%, N) — Homy (A", N)
et donc la suite exacte (= 0) — A’ ® 4 Homu(M,,N) - A’ @4 Homy (A%, N) — A’ ® 4 Homy (A", N) par
presque platitude de A’ sur A (ol (= 0) désigne un A-module presque nul). Par ailleurs, on en déduit la suite
exacte (A" )7« — (A")*« — A’ ®4 M, — 0 et donc la suite exacte

0 — Homa/ (A" ®4 My, A’ @4 N) — Homy/ ((A")**, A" ®4 N) — Homa/ ((A")">, A" @4 N).



On a donc un diagramme commutatif a lignes exactes

(% 0) ——= A ®4 HOInA(Ma,N) —= A ®4 HomA(Asa,N) — = A" ®a HomA(ATa,N)

\ v v

0 —— Homyu/ (A’ ®4 My, A’ ®4 N) — Hom 4/ ((A")*~, A’ ®4 N) —= Homy, ((A")", A’ ®4 N).

Les deux fleches verticales de droite sont des isomorphismes. Il en résulte (chasse au diagramme) que I’homo-
morphisme A’ ® 4 Hom 4 (M, N) — Homy/ (A’ ® 4 My, A’ ® 4 N) est un presque isomorphisme. On a de plus le
diagramme
A @4 HomA(M, N) —_— HomA/(A’ XA M,A/ XA N)
v \
x| A’ @4 Homa (M, N) == Hom (A’ @4 My, A’ @4 N) | =2

v \

A @4 HOInA(M,N) —>HOH1A/(A/ XA M,A/ XA N)

Siz € A ®@4Homa (M, N) est d'image nulle dans Hom 4/ (A’ @ 4 M, A'® 4 N), alors Id 4» ®v},(x) a une image nulle
dans Homa/ (A’ ® 4 My, A’ @4 N). Il est donc presque nul d’ott 7*(Id4» ®v%)(z) = 0. En appliquant Id 4 ®@u},
on a donc 2%z = 0.
Siy € Homy (A’ ®4 M, A’ ®4 N), alors il existe x € A’ ® 4 Hom4 (M, N) dont I'image dans Hom 4/ (A’ ® 4
My, A’ @4 N) est 7¢(Idar ®v,)* (x). L’élément (Idar @u?)(x) de A’ ®4 Homa(M, N) a donc 2%y pour image.
Le noyau et le conoyau de A’ ® 4 Homa (M, N) — Homa/ (A’ @ 4 My, A’ @4 N) sont tués par 72% pour tout
a, ils sont donc presque nuls, ce qu’on voulait. O

Lemme 9.1.9. — Soit A — By et By = By deux revétements presque étales. Alors Uapplication Bo-linéaire
(pour la multiplication o droite) By ® 4 Bo — Ba ® 4 By est presque facteur direct.

Démonstration. — Soit Ip,,p, le noyau de la multiplication By ®p, Bs — Bz. Comme By est presque projectif
sur By, il en est de méme de By ®p, By sur Bs. Comme le Ba-module Ip,/B, est facteur direct de By ®p, Ba,
il est aussi presque projectif sur By. Soit I, ;4 le noyau de la multiplication B1 ® 4 B1 — B;. La suite exacte
0—Ipja— B1®aBr— B —0 étant scindée, la suite 0 — Ip,ja ®p, Ba — B1 ®4 B I, By — 0 est exacte
et scindée. Par ailleurs, le noyau de I'homomorphisme By ® 4 Bo — Bs ®p, Ba est le Bo module engendré par les
éléments de la forme w(b) ® 1 — 1 ®w(b), i.e. par 'image de I, ;4 ®p, B2 par w®Idp,: B1 ®4 By — By ®4 Bo.
On a donc la suite exacte Ip,/a®pB, Bs — Ba®a B2 — Ba®p, By — 0. On a alors le diagramme & lignes exactes

()—>IBI/A®BlBQ—>Bl®ABQ m By 0
I \Lw®1d32 ¢¢2
(= 0) —=Ip,/a ®B, Bo — By ®4 By — B2 ®p, Bo — 0
<.

Bg/Bl

ol i5(b) = 1 ® b. La presque injectivité dans la ligne du bas résulte de la presque injectivité de w ® Idp, (car
presque fidelement plat puisque déduit par changement de base de w qui est un revétement presque étale). La
fleche en pointillé n’est pas définie, mais signifie que le sous-Ba-module Ip,,p, de Bs ®p, Bs est presque facteur
direct de By ® 4 By (car Ip, /B, est presque projectif sur Bs). On a donc By ®p, Bs &~ By @ Ip,,p, et donc
By ®4 By = (B ®4 Ba) ® I, B, , ce qu’on voulait. O

9.2. [-platitude

Dans toute cette partie, A désigne un anneau, B une A-algébre et I C B un idéal.

Définition 9.2.1. — (Fontaine) L’anneau B est dit /-plat sur A (ou bien la A-algebre B est plate relativement
a 'idéal I) si pour toute injection de A-modules u: M’ — M, le B-module Ker(1 ® u: B®y M’ — B®x M) est
tué par I.

Remarque 9.2.2. — Cette notion généralise celle de presque platitude de Faltings, qui correspond grosso-modo
au cas I = B.J avec J idéal de A tel que J? = J.

Proposition 9.2.3. — (i) Dans la définition de la I-platitude, on peut se restreindre aux A-modules M’ qui
sont de type fini.
(i) Si S C B est une partie multiplicative, et si B est plate relativement a l’idéal I, alors S B est S~ I-plate.



(iii) La A-algébre B est I-plate si et seulement si pour tout A-module M, le B-module Torllx(B, M) est tué par
1.

Démonstration. — Les deux premiers points sont évidents, démontrons le troisieme. Supposons que la A-algebre
B est I-plate, et soit M un A-module. Si 0 — K — L — M — 0 est une suite exacte de A-modules avec L libre,
on a la suite exacte 0 = Tor?'(B, L) — Tort(B,M) — B® K — B ®, L. Par définition de la I-platitude, le

B-module Tor} (B, M) = Ker(B ®) K — B ®, L) est tué par I. La réciproque est évidente. O
Proposition 9.2.4. — Soit J un idéal de B et X un B-module de type fini, B= @B/J" et X = @X/J”X.
L’homomorphisme naturel B ®Rp X — X est surjectif. ' '

Démonstration. — Comme X est de type fini, il existe un A-module libre de rang fini L et un homomorphisme

surjectif f: L — X. D’aprés [42, Theorem 8.1], 'homomorphisme induit entre les complétés pour la topologie J-
adique f: lim L/J"L — lim X/J"X est surjectif. Par ailleurs, comme L est libre de rang fini, ’homomorphisme

n n

naturel B ® L — L est un isomorphisme. La proposition résulte donc de la commutativité du diagramme
BopL——>1
J ¥
Bop X —=X.
O

Corollaire 9.2.5. — Soit Iy un idéal de A et M un A-module de type fini. Posons J = IyB de sorte que
B =lim B/IyB. Alors Uhomomorphisme naturel B ®@x M — lim B @ (M/I§M) est surjectif.

n n
Démonstration. — On applique la proposition qui précede au B-module B @5 M. O
Proposition 9.2.6. — Supposons l'anneau A noethérien, séparé et complet pour la topologie p-adique, et que

p n'est pas diviseur de zéro dans A. Supposons de plus que la A-algébre B est I-plate. Notons B = liLnB/p”B.

n

Soit M un A-module de type fini sans p-torsion. Alors Uhomomorphisme naturel B@x M — lim B®@a (M/p"M)
n
est surjectif, de noyau tué par I.

Démonstration. — La surjectivité résulte du corollaire qui précede appliqué a I'idéal Iy = pA et au A-module de
type fini M.

Comme M est de type fini et A est noethérien, il existe une suite exacte 0 — K — L - M — 0 avec L libre
de type fini et K de type fini. Comme M est sans p torsion, pour tout n € N, cette suite induit la suite exacte
0— K/p"K — L/p"L — M/p"M — 0. Pour n € N5 on a donc une suite exacte

0— X, > B®j (K/p"K) — B®a (L/p"L) - B®s (M/p"M) — 0

dans laquelle, comme B est [-plat sur A, le B-module X, est tué par I. On en déduit le diagramme commutatif
suivant, dont la premiere ligne est exacte

~ 1Qu ~ 1Q®v ~
B K———————B@)\L—————— B\ M ———0

thi %i %i
lim X, lim B @ (K/p"K) ——lim B®x (L/p"L) — lim B ®, (M/p"M) ——=0

n n n n

(remarque : jlignore si la ligne du bas est exacte en lim B ®, (L/p"L)). Les homomorphismes verticaux sont

n
surjectifs en vertu du corollaire qui précede, et celui du milieu est un isomorphisme car L est libre.
Soit maintenant = € Ker(gz: B ®x M — lim B ®x (M/p"M)). Montrons que z est tué par I.

Comme 1 ® v: B®x L — B ®x M est surjectif, il existe y € B ®, L tel que = (1 ® v)(y). Notons
(Yn)nenso = @2(y) € lim B @y (L/p"L). Comme gz(z) = 0, on a (1 ® v)(y,) = 0 dans B @, (M/p"M) pour

tout n € Nsg. Il existe donc 2z, € B ®a (K/p"K) tel que y, = (1 ® u)(2,). Si q1n: B @ (K/p"™K) —
B @y (K/p"K) et qan: B®a (L/p"™'L) — B ®, (L/p"L) désignent les homomorphismes de transition, on a
(18 4)(2n — qun(2n11)) = Un — G2((1 © 1) (5011)) = Y — G20 41) OF Y — @2.n (Y1) = O pour tout 7> 0 vu
que (Yn)neNso € @B@A (L/p™L). On a donc zp, —q1 n(2n+1) € Ker(1®u) = X,,. Soit a € I. Comme X, est tué

n



par I, on a a(z, — ¢1,n(Zn+1)) = 0. Ainsi la suite (zp)nen., définit un élément de @B ®a (K/p"K). Comme

I’homomorphisme q; est surjectif, il existe z, € §®AK tel que ¢1(2a) = (@2Zn)neNs,- Orona ((1®u)oqr)(zq) =
(0Yn)nenNs, donc (g2 o (1 ® u))(2a) = g2(ay). Comme ¢o est un isomorphisme, on a ay = (1 ® u)(zq) et donc
ar = (1 ®v)(ay) = 0. Comme c’est vrai pour tout a € I et tout = € Ker(gs), le noyau de g3 est tué par I, ce
qu’on voulait. O

Théoréme 9.2.7. — Supposons l'anneau A noethérien, séparé et complet pour la topologie p-adique, et que
p n'est pas diviseur de zéro. Supposons de plus que la A-algébre B est I-plate et sans p-torsion. Notons B =
liilB/p”B, Alors B est I B-plat sur A.

n

Démonstration. — Etape 1 : Soit M un A-module de type fini sans p-torsion. Montrons que Torllx(ﬁ, M) est tué
par I2.

Soit 0 - K — L — M — 0 une suite exacte de A-modules avec L libre de rang fini. On a le diagramme
commutatif a lignes exactes :

0 — Tor(B, M) Box K Boa L
fhl/ thl/
0 X lim B @y (K/p"K) 2 lim B @ (L/p"L)

avec X = lim X, o X,, = Ker(B®x (K/p"K) — B®,(L/p"L)). Comme B est I-plat sur A, X, est tué par I pour
tout n € N+ et donc le B-module X est tué par I. Soit = € Torllx(B\, M).Ona (gzof)(x) = 0donc (gog1)(x) =0
et donc ¢1(x) € X. Comme X est tué par I, sia € I, on a agi(x) =0 et donc ax € Ker(g;). Comme K s’identifie
a un sous A-module de L qui est libre donc sans p-torsion, le A-module K est sans p-torsion. D’apres la proposition
qui précede (K est de type fini car A est noethérien et L de rang fini), Ker(g1: B @y K — lim B ®, (K/p"K))

est tué par I. On a donc alz = 0. Comme c’est vrai pour tout @ € I et tout = € Tor} (B, M), le B-module
Torl (B, M) est tué par I2.

Etape 2 : Soit M un A-module de type fini et de p-torsion. Montrons que Tori\ (ﬁ, M) est tué par I. Il existe
des entiers r,n € N5 et une suite exacte

0— K% (A/p"A)" — M — 0
et donc une suite exacte
~ ~ ~ Idz ®@u ~
Tor (B, A/p"A)" — Tor(B, M) — Bos K —22% B o (A/p"A).
Comme A est sans p-torsion, on a la suite exacte
0—AZSA—A/p"A —0

et donc Torl (B, AA/p"A) = Ker(p": B — B) =0 (comme B est supposé sans p-torsion, il en est de méme de B).
On a donc Tor} (B, M) = Ker(Idz ®u).

Comme K et A/p"™A sont tués par p™, les homomorphismes naturels By K — B®y K et BRp (A/p"A)" —

B® A (A/p™A)" sont des isomorphismes. L’application Id 5 ®u s’identifie alors a Idp ®u. Comme le noyau de ce
dernier est tué par I par I-platitude de B sur A, il en est de méme de Torjl\(B, M).

Etape 3 : Soit M un A-module de type fini. Montrons que le B-module Tor?(l?, M) est tué par I3.
Notons M), la partie de p-torsion de M et ,M = M/M,. On a la suite exacte

0—-M,—-M—,M—20

et donc la suite exacte
Tor (B, M) — Tor’ (B, M) — Tor(B, ,M).

Comme M), est de type fini (A est noethérien) et de p-torsion, le B-module Torjl\(g, M,) est tué par I d’apres
I’étape 2.

Le A-module ,M est sans p-torsion (en effet, si x € M est tel que p"z € M, alors il existe s € N tel
que p*(p"z) = 0 et donc x € M)). D’apres I'étape 1, le B-module Tori\(é,pM) est tué par I?. Le B-module
Tor’ (B, M) est donc tué par I3. O



Corollaire 9.2.8. — Supposons l'anneau A noethérien, séparé et complet pour la topologie p- adzque et que p
n’est pas diviseur de zéro. Soit B une A-algébre p-plate sans p-torsion et B= hm B/p"B. Alors B[p 1 est plat
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sur A[p~1].

Démonstration. — D’apres la proposition qui précede, la A-algebre B est p>-plate. Si M est un A[p~!]-module,
~ -1 ~ ~

le B-module Tor}(B, M) est tué par p3. On a Tor’ " 1(B[p=1], M[p~1]) = Tor’ (B, M)[p~ ] 0 (la localisation

commute au foncteur Tor). Comme M est A[p~!]-module, on a M = M[p~'] et donc Tor (B[p 1, M) = 0.

Comme c’est vrai pour tout A[p~!]-module M, la A[p~!]-algebre B[p~!] est plate. O

9.3. Calculs de cohomologie cristalline

Dans tout ce qui suit, les anneaux sont tous des Z,)-algebres, et toutes les puissances divisées (et les enveloppes
a puissances divisées) considérées seront compatibles aux puissances divisées canoniques sur 'idéal engendré par
p.

Notation. Soit n un entier. Pour tout schéma X, on note X,, sa réduction modulo p™. Si X — Y est un
morphisme de schémas, on pose (¢f. [25, II 1.2])

OTS(X|Y) = HO((X,|Vs) exis, faisceau structural)

ou I'idéal & puissances divisées considéré sur Y, est I'idéal engendré par p. Si Ag un anneau commutatif et A une
Ap-algebre, on dénote par O<F5(A|Ag) la Ag/p"Ag-algebre &< (Spec(A)| Spec(Ap)).

Soit T la catégorie (filtrante) des Ag/p™Ap-algebres qui sont des épaississements & puissances divisées de
A/p"A. On a alors O<S(A|Ag) = lim D. Si D € 7, notons Ip l'idéal & puissances divisées Ker(D — A/p"A).
DeT

On note alors 7" (A[Ao) I'idéal & puissances divisées lim Ip. On dispose donc sur O 5(A|Ag) d’une filtration,
DeT

donnée par Fil” 6% (A|Ag) = # (A|Ag) (r-ieme puissance divisée de I'idéal #Y (A]Ag)). Rappelons qu’on a un
isomorphisme 0 (A|Ag) = O S(A/pA|Ao) ([6, IV Théoreme 1.4.1]), non compatible en général aux filtrations.
Enfin, si Ag/p™Ag est muni d’un Frobenius (endomorphisme relevant le Frobenius de Ag/pAg), il en est de méme
de 0%S(A|Ag) par fonctorialité.

Soient AO une W-algebre et A une Ag-algebre. Si on munit W, (A/pA) de la structure de W,-algebre définie

can.

par W, Z— W,, &% W,,(A/pA), on a un homomophisme de W,,-algebres
On: Wo(A/pA) — A/p"A

zA;D —i
(agy - san_1) E p'a

ou a; désigne un relevement de a; dans A/p™A. En effet, comme c’est la n-ieme composante fantome de
(Ao, ..., a0n_1) € W, (A/p™A), il suffit de voir qu’elle ne dépend pas des choix des relevements. Cela résulte du fait
iy

. nei . on—i P n—iy . i
qu’un autre relevement de a; est de la forme @;+pb; et donc p'(@;+pb;)?"  =p'al + 3 (* i )ptIblal
j=1

piﬁfn_i dans A/p"A vu que si j > 0, on a v((pn;)pi“) =n—i—v(j)+i+j>n.
On note 6, 5, ’homomorphisme de Ag/p"Ag-algebres déduit de 6,, par extension des scalaires de W a Ag/p" Ao,
t ((Ao/p"Ao) @w, Wn(A/pA))PP Ienveloppe & puissances divisées de (Ag/p™Ao) @w, W, (A/pA) relativement

a l'idéal Ker(6,,.4,) (compatible aux puissances divisées de W,, pour pW,,). Si Ag = W, on la note simplement
WP (A/pA).

Remarque 9.3.1. — Soit gn, Ao la réduction de 6, o, modulo p, et 8, celle de 6,,

0, W, (A/pA) — A/pA
(ao, PN ,an_l) — agn,
Si le Frobenius de A/pA est surjectif, P’homomorphisme 6,, est surjectif. Il en est donc de méme de 0, a,.
On a donc Ker(0,,a,) = Ker(6,.a,) + p((Ao/p"Ao) @w, W, (A/pA)), et 'enveloppe & puissances divisées de
(Ao/p™No) @w, Wy (A/pA) relativement & l'idéal Ker(6,, ,) s’'identifie & 'enveloppe & puissances divisées de
(Ao/p"Ao) ®w, W, (A/pA) relativement & 1'idéal Ker (6, 4, )-



L’anneau ((Ag/p"Ag) @w, W, (A/pA))PF est une Ag/p"Ap-algebre. Toujours si le Frobenius est surjectif sur
A/pA, Phomomorphisme 6,, 5, induit un épaississement a puissances divisées ((Ag/p"Ao) @w,, Wy (A/pA))PY —
A/p™A. On note encore 6, p, 'homomorphisme d’anneaux sous-jacent. Avec les notations qui précedent, on a
OSS(A|W) = lim D. Il existe donc un unique morphisme de Ao/p"Ao-algebres a puissances divisées

DeT

At O (AAo) — ((Ao/p"Ao) @w,, Wi (A/pA))PT.

Proposition 9.3.2. — Si le Frobenius de A/pA est surjectif, alors OCS(A|Ao) 2n, ((Ao/p"No) @w,,
W..(A/pA))PP est un isomorphisme (cf. [25, 11.1.4]).

Démonstration. — Notons tout d’abord qu’il existe un unique homomorphisme de Ag/p™Ap-algebres
O ((Ao/p"Bo) @, Wa(A/pA))PT — 077 (A[Ao)

qui induit lidentité sur le quotient A/p™A. Il est construit de la fagon suivante. Soit D € 7 un épaississement

a puissances divisées de A/p™A. Comme le Frobenius de A/pA est surjectif, tout élément de W,,(A/pA) s’écrit
n—1

sous la forme > p'lay] (ol [ey;] désigne le représentant de Teichmiiller de o; € A/pA). 1l existe alors un unique
i=0

homomorphisme 6,, p: W, (A/pA) — D tel que 0, p([a]) = a?" ot @ est un relevement de o € A/pA dans D.

En effet, comme c’est la n-iéme composante fantéme de [@] € W, (D), il suffit de vérifier que c’est indépendant

du choix du reléevement. Un autre relevement de « est de la forme & + d avec d € Ker(D — A/pA). On a

Ker(D — A/pA) = Ker(D — A/p™A) + pD : c’est un idéal a puissances divisées, donc b’ € j!D pour tout j > 0.

n n p n on . n PGS R . v N . PR
On a alors (@ +d)P =aP + >, (pj )o/ar" 3. Pour j > 0, on a (pj )art—i e ]!(pj )D d’apres ce qui précede.
i=1

Comme v((”]n)) =n-—wv(j),ona (P;)bjap"*i =0 dans D (car D est une W,,-algebre) et donc (a + d)?" = ar".
Comme D est une Ag/p"Ap-algebre, 'homomorphisme de W,-algebres 511 p induit un homomorphisme de
Ao/p™Ag-algebres (Ao/p"Ao) @w, Wi (A/pA) — D qu’on note encore 6, p.

Comme le composé (Ag/p™Ao) @w, Wn(A/pA) o p o, A/p™A est 6, A, par construction, I'idéal Ker(6,, ,)
est envoyé par gn p sur le noyau de ’homomorphisme structural D — A/p"A, qui est un idéal & puissances
divisées. On en déduit un homomorphisme 6, p : ((Ao/p™Ao) @w, W, (A/pA))PP — D par la propriété universelle
de 'enveloppe a puissances divisées.

Comme O%S(A|Ag) = lim D, il existe un unique homomorphisme On: (Mo/p"Ao) @w, W, (A/pA))PP —

DezT
Os(A|W), limite projective des gn D, qui donne lieu au diagramme commutatif

g, )
((Ao/p"Ao) @w, W (A/pA))PP O (AlAo)
0\ %
mhe AP

D’apres 'unicité de I’homomorphisme @L,((AO/P"AO)G?W,Z W, (A/pA))PF» €t la propriété universelle de la limite projec-

tive, le composé ((Ao/p"Ao)@w, W (A/pA))PP 22 Geris(A|Ag) 225 ((Ao/p"Ao)@w, Wi (A/pA))PP est Tidentité.

Par ailleurs, pour D € Z, ’homomorphisme composé ((Ag/p"Ag) @w, W, (A/pA))PY O, O<S(A|Ag) — D est

~ A On,
n,D D

0, p par construction, et ’homomorphisme composé G<(A|Ag) == ((Ao/p"Ao) @w,, Wi (A/pA))PF

est la projection canonique. Il en résulte que le composé O<5(A|A) Anfn, O%S(A|Ag) — D est la projection

canonique. D’apres la propriété universelle de la limite projective, ’homomorphisme \,, o 8,, est 'identité. Les
homomorphismes 6,, et A, sont donc des isomorphismes inverses I’'un de 'autre. O

Remarque 9.3.3. — 1l est clair que 'homomorphisme A, est fonctoriel en A. Par ailleurs, la commutativité du
diagramme de la preuve précédente montre qu'’il est compatible aux filtrations, (ﬂ,y] (A|Ag)) sur OS5 (A|Ag) et
par les puissances divisées de I'idéal Ker (6, o) sur ((Ao/p™Ao) @w, W, (A/pA))PE.

Remarque 9.3.4. — Supposons que A est en outre muni d’'une action d’un groupe G, par automorphismes de
Ap-algebres. Par fonctorialité, G agit aussi sur O<75(A|Ag) et ((Ao/p™Ao) @w, W, (A/pA))PP). L’application A,
correspondante est équivariante. C’est le cas pour A = R, qui est muni d’une action de Gr et Ag une sous algebre
de R.

Supposons que Ag/p™ Ay est muni d'un relevement o du Frobenius Ag/pA¢g — Ag/pAo induisant le Frobenius
habituel sur W. Par fonctorialité, 'anneau &<(A|Ag) est muni d'un Frobenius (endomorphisme semi-linéaire



par rapport & o). Par ailleurs, on dispose d’un Frobenius agissant de fagon diagonale sur Panneau (Ag/p"Ag) Qw,,
W, (A/pA). Comme la réduction modulo p de I'idéal Ker(6,, a,) est stable par ce dernier, il induit un Frobenius sur
((Ao/p"Ao) @w,, W, (A/pA))PY. D’apres la remarque 9.3.3, ’lhomomorphisme A, est compatibles aux Frobenius
de O73(A[Ao) et de ((Ao/p™Ao) @w, Wa(A/pA))PY.

Proposition 9.3.5. — Soit A, une sous-Ag-algebre de A telle que Aj/p™Aj est étale sur Aog/p™Ao. L’homomor-
phisme naturel CS(A|A})) — OS(A|Ag) est un isomorphisme.

Démonstration. — Notons Iy, (resp. Zy;) la catégorie des Ag/p™Ao-algebres (resp. des Ag/p™Ag-algebres) qui
sont des épaississements & puissances divisées de A/p™A. On a un foncteur d’oubli Iy — ZIa,-

Soit D € Zp, une Ag/p"Ag-algebre qui est un épaississement & puissances divisées de A/p™A. Le noyau de
I’homomorphisme structural D — A/p™A est nilpotent (car il a des puissances divisées et est tué par p™). Comme
AL/p"Af est étale sur Ag/p™Ag, 'homomorphisme structural Aj/p™Aj — A/p™A se releve de fagon unique en un
homomorphisme Af/p™Aj — D, faisant de D une A{/p™A{-algebre et rendant commutatif le diagramme

D A/p"A

Ao/p"No —= Ny/p"A).

Les catégories Ty, et Ty, sont donc équivalentes : on a donc O5"™5(A[Ag) = lim D= lim D = O5"(A|Ap). O
DeZy, DEIA6
Lemme 9.3.6. — Soient A un anneau B une A-algébre tels que A et B sont sans p-torsion et B/pB est étale

sur A/pA. Alors pour tout n € N, B/p"B est étale sur A/p"A.

Démonstration. — On peut supposer n > 1. Comme A est sans p-torsion on a la suite exacte 0 — A/p"~ 1A LN
A/p"A — AJ/pA — 0. On en déduit la suite exacte 0 — Tor{/?"*(A/pA, B/p"B) — B/p"*B L B/p"B.
L’anneau B étant sans p-torsion, on a donc Torf/pnA(A/pA7 B/p"B) = 0. Comme B/pB est plat (car étale) sur
A/pA, le critere local de platitude (¢f. [42, Theorem 22.3]) implique que B/p™B est plat sur A/p™A.

Par ailleurs, comme B/pB est étale sur A/pA, c’'une A/pA-algebre de type fini. Soient by,...,b. € B des
relevements d’une famille de générateurs de B/pB sur A/pA. Alors les images de by, ...,b,. dans B/p"B l'en-
gendrent comme A/p" A-algébre. En effet, B étant sans p-torsion, on a la suite exacte 0 — B/pB — B/p"B —
B/p" 1B — 0 : on procede par récurrence. Le module des différentielles €2,, = Qp/pnBla/pra est donc de type
fini sur B/p™B. Comme B/pB est étale donc net sur A/pA, le module Q; = Q, ®/pnp (B/pB) est nul. D’apres
le lemme de Nakayama, on a donc €2, = 0. O

Corollaire 9.3.7. — Supposons A et Ay sans p-torsion. Soit Af une sous-Ag-algébre de A telle que Aj/pAj est
étale sur No/pAo. L’homomorphisme naturel OS(A|A)) — OS(A|Ag) est un isomorphisme.

Démonstration. — D’apres la proposition 9.3.5, il suffit de vérifier que A{/p™Aj, est étale sur Ag/p™Ao. Il suffit
d’appliquer le lemme 9.3.6 & A = Ag et B = A(, ce qui est licite, vu que A{ est sans p-torsion, car inclus dans A
qui est sans p-torsion. O

Proposition 9.3.8. — Soit Ao une Zy-algebre. Si X est un Ag-schéma tel que le Frobenius sur la fibre spéciale
est surjectif et si m > 0, alors

H™((X|Ao/p"Ao)cris, faisceau structural) = 0.

Démonstration. — 11 suffit de le vérifier lorsque X est affine, X = Spec(A) ou A est une Ag/p™Ap-algebre.
Si B est une sous-Ag/pAp-algebre de type fini de A/pA, on peut écrire B = (Ao/pAo)[z1,..., 2] =
kE[X1,...,X]/(P1,...,Ps). On choisit le relevement lisse # = (Ao/p"Ao)[X1,...,X,] de B sur Ag/p™Ao.
Le noyau de ’homomorphisme surjectif Z — B est alors [ = (}31, R ﬁr, p) ou 131 et un relevement de P; dans
2. On note P4 enveloppe a puissances divisées de £ relativement & 'idéal Ig (compatible aux puissances
divisées de Ao/p"Ag pour pAo/p™Ag). On a alors H™ ((B|Ao/p" Ao)cris; OB|no/prae) = H"(Dz @2 Q%5 /pna,)
([6, V Théoreme 2.3.2]). Comme

H™((A|Ao/p™Ao)cris, faisceau structural) H™((A/pA|Ao /D™ No)eris; Ox|ag/pmAo)

h_r>nHm((B|AO/pnAO)Crisa ﬁB\Ag/p"Ag)
B

la limite étant prise sur la catégorie filtrante des sous-Ag/pAg-algebre de type fini de A/pA, il suffit de montrer
que H" (9% Q% Q‘.@\ Ao/pn /\0) a une image nulle dans la limite projective.



On a un homomorphisme surjectif de Ag/p"Ap-algebres Y R4 T H"™ (9% Q% Q.@V\o/p"!\o) et

Q@@@Q%IAO/Z)"AOZ &b @gngil/\.../\dXim.SoityieA/pAtelqueyfn:a:lv pour i € {1,...,r} et
1<ip <<t <r
B’ = (Ao/pAo)[y1,-- -, yr]. Avec des notations évidentes, on a un homomorphisme surjectif de Ag/p™Ag-algebres
Q@’ K Q%'V\O/P"Ao - Hm(-@@’ K Q=.93’|Ao/p"1\0) et Q@’ K Q%/IAO/;DTLAD s ) @ , Q@’ dYVu Ao A
1<i1 <. <, <r

dY;,,. De plus, on a un homomorphisme de Ag/p"Ag-algebres Z — #'; X; — Y donnant lieu au diagramme
commutatif

B—= R

v v

B— B’

On en déduit un homomorphisme Z4-linéaire
D% D% Q%\AO/P"AO — Da @z Q%/‘AO/PnAO
dXi A Ad X, = dYP A AdYE =0
On a donc un diagramme commutatif

Dz @ Q%\AO/P"AO —H"(72 @2 Q=.@\/\f)/1?"/\())

v '

Dz @z Qg no pmng —= W™ (D @ Qg ppmno )

La fleche de gauche étant nulle d’apres ce qu’on vient de voir, il en est de méme de celle de droite. En par-
ticulier, H"™ (92 ®@% Qf@‘/\o/p"/\o) a donc une image nulle dans H™(Z% ®% Q’@/‘Ag/pnAO) et a fortiori dans
H™((A|Ao/p™ Ao )eris, faisceau structural), ce qu’on voulait. O

9.4. Cas d’une base lisse

On fait les hypothéses suivantes :

(a) Le Frobenius o de A/pA est surjectif.

(b) Le noyau de o™ est principal.

(c) Il existe des coordonnées (T;)1<i<q pour Ag/p"Ag sur W, de sorte que Ag/p"Ag est étale sur W, [T1, ..., Ty]
(de sorte que 'anneau Ag/p™Ag est lisse sur W,,).

Choisissons p(™ € A/pA engendrant Ker(o™).

Proposition 9.4.1. — L’anncau OSS(A|W) est naturellement isomorphe ¢ WE' (A/pA), enveloppe & puis-
sances divisées de Uanneau W, (A/pA) relativement a lidéal engendré par [p™)].

Démonstration. — D’apres la proposition 9.3.2, 'anneau 0<'S(A|W) est naturellement isomorphe & 1'enveloppe
& puissances divisées de Panneau W, (A/pA) relativement a I'idéal Ker(6,,). D’apres la remarque 9.3.1 (avec

Ao =W), on a Ker(8,) = Ker(6,,) +p W, (A/pA), et 'enveloppe & puissances divisées de W, (A/pA) relativement
a I'idéal Ker(f,,) s’identifie & I'enveloppe & puissances divisées de W,,(A/pA) relativement & 1'idéal Ker(6,,).

1l suffit donc de montrer que Ker(f,,) est engendré par [p(”)] et p, et donc de voir que le noyau de I’homomor-
phisme W,,(A/pA)/p W, (A/pA) — A/pA induit par 8,, est engendré par p(™. Comme le Frobenius est surjectif
sur A/pA, on a W,,(A/pA)/pW,(A/pA) = A/pA. Cet homomorphisme s’identifie alors & ¢”: A/pA — A/pA
(puissance n-ieme du Frobenius) d’apres I'expression de 6,, (cf. remarque 9.3.1). O

Pour i € {1,...,d}, choisissons Ti(n) dans A/pA tel que (T-(n))pn =T;.

2

Proposition 9.4.2. — L’anneau OSF(A|Ag) est naturellement isomorphe & enveloppe & puissances divisées
de Uanneau W, (A/pA)[T4, . .., T4 relativement a lidéal engendré par {1 ® [p™],1® [E(n)] —T; @ 1}1<i<d-

Démonstration. — D’aprés la proposition 9.3.5, pour calculer 0<5(A|Ag), on peut se restreindre au cas ol
No/p"Ao = W, [T1,...,Ty]. D’apres la proposition 9.3.2, Panneau OS7(A|Ag) est naturellement isomorphe &
((Ag/p"Ao) @w,, W, (A/pA))PT | I'enveloppe & puissances divisées de 'anneau (Ag/p"Ag) @w, W, (A/pA) rela-
tivement au noyau du morphisme de Ag/p™Agp-algebres 8, A, : (Ao/p™"Ao) @w,, Wi(A/pA) — A/p"A. D’apres la
remarque 9.3.1, Ker(6,, »,) = Ker(6,,,a,) + p((Ao/p"Ao) @w,, W, (A/pA)), et 'enveloppe & puissances divisées
de (Ao/p"Ao) ®w, Wy (A/pA) relativement & 'idéal Ker (6, ,) s’identifie & 'enveloppe & puissances divisées de

(Ao/p"Ao) @w,, Wi (A/pA) relativement a l'idéal Ker (6, a,)-



1l s’agit donc de montrer que le noyau de ’homomorphisme 6, A, : (Ao/p"Ao) @w,, Wy (A/pA) — A/pA est
engendré par p, [p™] et {1® [ﬂ(")] —Ti®1}, ., soit encore que le noyau de I’homomorphisme (Ag/pAo) ©x
(A/pA) — A/pA;a®@Db+— abP”" est engendré par p(™ et {1 ® Ti(") -T;® 1}1<i<d (cf. expression de 6,,, remarque
9.3.1).

Comme on a Ag/p"Ag = Wy [T1,...,Ty], il s’agit de montrer que le noyau de ’homomorphisme

f+(A/pM)[T1, ..., Tq) — A/pA

donné par f(a) = a?" pour a € A/pA et f(T;) = T; pouri € {1,...,d} est engendré par p(™) et {Ti(n) —Tih<i<d-
En effectuant des divisions euclidiennes par les polynémes T; — Ti(n , il suffit de voir que le noyau de 6™: A/pA —
A/pA est engendré par p(™) | ce qui est vrai par hypothése. [l
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