LE HALO SPECTRAL
par

Fabrizio, Adrian and Vincent

Résumé. — Nous construisons un espace de formes surconvergentes en caractéristique p, un
opérateur compact sur cet espace, et nous montrons que la série caractéristique de cet opéra-
teur est la réduction modulo p de la série universelle de Coleman. Nous démontrons que les
formes surconvergentes en caractéristique p de pente finie se déforment vers la caractéristique
0.

1. Introduction

1.1. Présentation des résultats. — Soit p un nombre premier et N un entier premier
a p. Soit X la courbe modulaire sur Z, de niveau N. Soit X sa réduction modulo p, X4 le
lieu ordinaire et X,.q le schéma formel p-adique lieu ordinaire. Soit Z un point géométrique
de Xypqet p: 113 (Xord, z) — Z; la représentation donnée par la tour d’Igusa qui parametre
les trivialisations de la partie multiplicative du module de Tate du schéma semi-abélien

universel. Pour tout caractere & : Z° — C;, I'équivalence de Katz [17], associe a kop un ¢-

module étale w” sur X,,.4. Ses sections globales sont I’espace M,f_ad des formes modulaires
p-adiques de poids x. L’opérateur de Dwork associé est U, = p_lT‘r¢. Dans [17] si k est
algébrique, puis dans [7] (complété par [9], [5] et revisité dans [1] et [21]), il est démontré
que le ¢-module w” surconverge. Ses sections surconvergentes sont 1’espace M,i[ des formes
modulaires surconvergentes de poids k.

L’opérateur U, est compact et on peut définir, d’apres [23], la série caractéristique
Pu(X) :=det(l — X UP\M,Z) qui est une fonction entiere de la variable X.

Notons A = Z,[[Z,]] I'algebre d’Twasawa. Coleman montre de plus I'existence d'une
série caractéristique universelle P(X) € A[[X]] qui interpole les différentes séries caracté-
ristiques P, (X). Notons W™ = (Spf A)™ I’espace rigide des poids, qui est une union finie
[T Wy de boules ouvertes de rayon 1 paramétrées par les caracteres x : (Z/qZ)* — C,;
(o ¢ = 4 si p =2 et g =p sinon). Coleman et Mazur définissent la variété spectrale
Z'9 = V(P) C W9 x Al. Ses points sont des couples (x,a™!) olt k est un poids et «
une valeur propre non nulle de U, agissant sur M,I Il définissent également la courbe de
Hecke £7%9 — Z"9 dont les points sont des triplets (k, ™!, \) o1 (k,a 1) € 279 et \ est
un systeme de valeurs propres de Hecke agissant sur ’espace propre (M,I)UP:O‘.

Bien que la construction de la variété de Hecke soit de nature rigide analytique, il
est surprenant que la série caractéristique P(X) soit a coefficient entier. Ceci suggere la
possibilité d’une théorie entiere des formes surconvergentes. Ce travail a pour but d’établir
une telle théorie. Notre point de départ est une conjecture de Coleman sur la réduction
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modulo p de la série caractéristique. Fixons un isomorphisme A ~ Z,[(Z/qZ)*][[T]], en
envoyant exp(q) sur 1+7 . Pour tout caractere x de (Z/qZ)*, notons Py (X) € Z,[[T1][[X]]
la x-partie de P(X) et Py (X) € Fp[[T]][[X]] sa réduction modulo p. Notons aussi &, :
Zy — F,[[T]]* le caractere obtenu par réduction du caractere universel et projection sur
la x-partie (on remarquera que si p = 2, R, est indépendant de x). Dans [8], Coleman
observe que c’est une série entiere de la variable X a coefficient dans I’anneau Fp[[T7]
equipé de la topologie T-adique et il conjecture le résultat suivant :

Congjecture 1 ([8]). — Pour chaque caractére x du groupe (Z/qZ)*, on posséde unF,((T))-
espace de formes surconvergentes M;IX de poids Ky et un opérateur compact U, dont la série

caractéristique est Py (X).

Pour tout caractere k, comme au dessus, I'équivalence de Katz associe a Ky o p :
M1 (Xora, ) — Fp[[T]]* un ¢-module étale w™x sur le schéma formel T-adique Xopq (o0} :=
Xord Xspec F, SPE Fp[[T]]. Notons X,y 'espace rigide sur F,((77)) associé au schéma formel
X Xspec B, SPE FR[[T]] et Xyprg oo} C X{oo} I'ouvert ordinaire. On peut alors se demander

si le g-module étale w™x surconverge sur un voisinage de Xord,{o0) dans X.
Théoréme 1.1. — Le ¢-module w™x est surconvergent.

Nous définissons alors M, gx comme 1’espace des sections surconvergentes de w"x. On
possede sur cet espace un opérateur compact U, associé a ¢. On peut définir sa série
caractéristique, et on veut vérifier qu'elle vaut Py (X). Il nous faut & présent relier cet
espace aux espaces de formes surconvergentes de caractéristique O.

Commencons par “compactifier” 'espace des poids. L’idée est d’ajouter & W’ les ca-
racteres K. Cet espace des poids compactifié possedera donc des points de caractéristique
0 et p, on sort du cadre classique de la géométrie rigide, et nous utilisons a présent la théo-
rie des espaces adiques de Huber. Définissons donc W = Spa (A, A)", c’est 'ouvert des
points analytiques de Spa (A, A). Comme ensemble, W = W™ | J{&y, x : Z/qZ* — C,}
(dorénavant W9 désigne l'espace adique associé a W). Tout voisinage ouvert de {%, }
dans W contient une couronne de rayon extérieur 1 dans la composantes connexe Wy de
W' (resp. dans chaque composante connexe de W9 si p = 2).

On possede un faisceau stuctural (&yy, ﬁ{fv) et sur ﬁ{fv la topologie est (p, T')-adique.
Plus précisément, sur tout ouvert quasi-compact de W9, la topologie (p, T)-adique coin-
cide avec la topologie p-adique. Inversement, sur tout ouvert quasi-compact qui évite les
centres T' = 0 des disques ouverts W, la topologie (p, T')-adique coincide avec la topologie
T-adique. On assiste donc, & mesure qu’on se rapproche du bord de W, a un glissement
de la topologie p-adique vers la topologie T-adique.

Considérons la courbe modulaire relative M[O,oo] = X Xgpec z, W — W et son ouvert
ordinaire M,,q [0, o0]- La construction de Katz appliquée au caractere universel Z; — A~
et & p nous fournit une famille universelle wﬁ)m] de ¢-modules sur M, o). Un systeéme
fondamental de voisinages de M,,.q(0,00] dans Mg o) est donné par les ouverts M,. o o]
d’équation :

oortl
[Ha" | > sup{|T},|p|}
ott Ha désigne un relévement arbitraire local de Pinvariant de Hasse. Si on regarde ces

voisinages pour la topologie p-adique sur 'ouvert W™, alors ils se rétrécissent vers le lieu
ordinaire a l'infini. Dans [1] et [21], nous avons montré la surconvergence de W oo AU
I

dessus de W™ et dans le théoreme 1.1 nous avons montré la surconvergence a l'infini. Le
théoreme suivant unifie ces deux résultats :
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Théoréme 1.2. — La famille universelle de ¢p-modules wﬁ”)m] sur Morq,[0,00] SUTCONUVETGE
sur M. [0,00) PouUr v >3 (resp. v >5 sip=2).

La série caractéristique associée a cette famille de ¢-modules est a coefficient dans
A = H°(W, O)y). Par fonctorialité, on vérifie que c’est bien la série caractéristique de
Coleman. Nous sommes donc en mesure d’établir la conjecture 1 :

Corollaire 1.1. — La série caractéristique de Uy, sur M,—IX vaut Py.

Soit Z = V(P) € W x Al la variété spectrale adique “compactifiée” en ajoutant
des points (Fy,a~!) & I'infini ot v est une valeur propre non nulle de U, agissant sur
M,—IX. On possede sur Z un faisceau cohérent sans torsion MT d’espaces caractéristiques de
formes surconvergentes et une courbe de Hecke adique & — Z ou O¢ est le sous-faisceau
de Endz (M) engendré par les opérateurs de Hecke. Le théoréme suivant généralise les
résultats du chapitre 7 de [9]. Il montre 'existence de familles de pente finie pour la
topologie T-adique au voisinage de l'infini.

Théoréme 1.3. — Le morphisme Z — W est localement fini et plat sur Z.

En particulier, toute forme de pente finie dans M,;[X est la spécialisation d’une famille
de pente finie paramétrée par un revétement fini et plat d’un ouvert de {&, } dans W,.

1.2. Questions et perspectives. —

1.2.1. Polygone de Newton au bord de l’espace des poids. — Buzzard et Kilford [6] ont
étudié la variété spectrale en niveau 1 pour p = 2. Ils ont démontré que pour les poids &
vérifiant v(k(5) — 1) < 3 et k(1) = —1, les pentes de I'operateur U, sur l'espace des formes
de poids & sont 0,¢,2t,3t, ... ou t = va(k(5) — 1). La généralisation suivante de ce résultat
est conjecturée :

Congjecture 2 ([18]). — Soit (n;,m;) les points de rupture du polygone de Newton de
Py 1l existe r < 1 tel que pour tout k sur la couronne d’équation v < |T'| <1 de Wy, les
points de rupture du polygone de Newton de Py sont (n;, vy,(k(1+ q) — 1)my;).

Pour les formes surconvergentes quaternioniques, cette conjecture est démontrée dans
la prépublication [18]. Signalons également que dans [2], il est démontré que la conjec-
ture entraine que les pentes du polygone de Newton de P, forment une union finie de
progressions arithmétiques. Ce résultat est obtenu indépendamment dans [18].

question 1.1. — Existe-t-il un opérateur géométrique sur M,;rx qui explique cette pro-
gression arithmétique ?

1.2.2. Dimension supérieure. — Les résultats de cet article devraient pouvoir se générali-
ser sans trop de probleme a des variétés de Shimura PEL plus générales. Remarquons que
le bord de I'espace des poids compactifié sera toujours un fermé de codimension 1, et donc
de dimension positive des que le rang du groupe est au moins 2. A notre connaissance, il
n’y a pas de conjecture sur les pentes de Newton au bord en dimension supérieure.

1.2.3. Théorie de Hodge. — Soit f € M ,ix une forme surconvergente de pente finie, propre
pour l'algebre de Hecke. On peut alors lui associer une représentation semi-simple conti-
nue :

py+ Gg — GLa(Fp[[t]]). )
Ici t est une variable, en fait ¢ est une uniformisante d’une éxtension finie de IF,((T)).
Cette représentation est impaire et vérifie la compatibilité locale globale semi-simplifiée
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hors de p. De plus det py = (R; Lo Xeyel) - W OU Xeyer désigne le caractere cyclotomique et
w sa réduction modulon p. Se pose la question de décrire la représentation p f|GQp’ Si f de
pente nulle vérifie U, f = a.f, alors d’apres la théorie de Hida ([26], thm. 2),

. nr(a) *
PflGe, = 0 nr(ail)(ﬁgl © Xeyel)-W

ou nr(a) est le caractére non ramifié qui applique le Frobenius géométrique sur a.

Dans le cas de pente finie, on peut espérer que les choses se passent comme en carac-
téristique 0. Soit D la boule unité ouverte de la variable Z sur le corps non-archimédien
Fp((t)). On définit des actions de ¢ et I' = ZX par les formules habituelles ¢(Z) = Z?
et v(Z) = (1 + Z)Y — 1. L’anneau de Robba R est (dans ce contexte) 'anneau des sé-
ries f =50 a,Z™ & coefficient dans F,((t)) qui converge sur une couronne non vide
0 <wv(Z) <r(f). Un (¢,I')-module est un R-module libre de rang fini muni d’actions semi-
linéaires de ¢ et I' qui commutent, et telles que le linéarisé de ¢ soit un isomorphisme. En
utilisant les méthodes de [3], on démontre :

Théoréme 1.4. — A toute représentation continue p : Gg, — GL(Fp((£))) on peut
associer un (¢,I')-module Z(p).

On devrait pouvoir (suivant [13]) construire une filtration de Harder-Narishiman sur
la catégorie des (¢, I')-modules et démontrer qu’on a une équivalence entre représentations
de Gq, et (¢,I')-modules semi-stables de pente 0.

question 1.2. — Soit p; la représentation associée a une forme modulaire de pente finie.
Le (¢,I')-module Z(py) est-il triangulin ?

Plus précisément, on devrait posseder une suite exacte 0 — L — Z(py) — L' — 0 ou
L est le (¢, I')-module de rang 1 avec action de ¢ par « et action triviale de I'.

question 1.3. — Peut-on caractériser quand une représentation semi-simple continue im-
paire p : Gg — GLa(F,((T))) est la représentation associée a une forme surconvergente
de pente finie ?

On éspere revenir bientot sur ces questions.

1.3. Description de I’article. — Dans la section 2, nous définissons la compactification
de l'espace des poids W dans la catégorie des espaces adiques. Nous expliquons que la
topologie est p-adique au centre T' = 0 et T-adique au bord p = 0. Nous étudions également
les propriétés d’analyticité du caractere universel. Plus on est proche du centre T' = 0 de
I’espace des poids, plus le caractere est analytique. En revanche, au bord p = 0, le caractere
n’est pas localement analytique.

Dans la section 3, nous appliquons la théorie du sous-groupe canonique aux courbes
modulaires. Nous construisons, par éclatement, des modeles formels de voisinages stricts
du lieu ordinaire. Nous définissons aussi des revétements “tour d’Igusa partielle” de ces
voisinages stricts. Ce sont la des constructions classiques dans la théorie.

Dans la section 4, nous définissons les espaces de formes surconvergentes en caracté-
ristique p. La situation en caractéristique p est tres spéciale. D’une part, on possede des
sous-groupes canoniques de tout ordre donnés par les noyaux des itérés du Frobenius. Un
tel énoncé n’est vrai que sur le lieu ordinaire en caractéristique 0. D’autre part, le carac-
tere universel de Z,; n’est pas localement analytique, alors qu’il est en caractéristique 0.
Nous construisons une tour d’Igusa surconvergente d’ordre infini, et nous montrons que la
construction de Katz en caractéristique p garde un sens dans le contexte surconvergent.
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Nous vérifions ensuite qu’elle fournit des bons objets. Cela repose au final sur une étude
fine de la ramification de la tour d’Igusa aux points supersinguliers.

Dans la section 5, nous reprenons notre construction de la famille universelle de
faisceaux sur ’espace rigide des poids usuel. Cette construction repose sur I'analyticité
locale du caractere universel et sur l'existence de sous-groupes canoniques d’ordre fini
sur des voisinages stricts du lieu ordinaire. Nous améliorons nos résultats antérieurs car
nous construisons aussi des modeles entiers canoniques inversibles pour nos faisceaux de
formes surconvergentes. Faisons une remarque importante qui justifie le changement de
la topologie p-adique vers la topologie T-adique : plus le caractere est proche du bord de
I’espace des poids, moins il est localement analytique, et plus on a besoin d’avoir un sous-
groupe canonique d’ordre grand pour faire la construction. Traditionnellement, on utilisait
la topologie p-adique pour décrire I’espace des poids, et plus on voulait travailler avec des
caracteres proches du bord, plus on devait rapetisser les voisinages du lieu ordinaire. En
réalité, si on utilise la topologie T-adique au voisinage du bord de I'espace des poids (ce
qui est plus naturel), on peut construire la famille de faisceaux sur I'espace rigide sur un
voisinage strict de rayon constant !

Dans la section 6, nous recollons les constructions sur I’espace rigide et en caractéris-
tique p. Nous avons pas réussit a faire cela simplement pour deux raisons. En caractéris-
tique p nous avons utilisé le sous-groupe canonique d’ordre infini qui ne surconverge pas en
caractéristique 0. En caractéristique 0 nous avons utilisé ’analyticité locale du caractere
universelle qui est fausse en caractéristique p. Pour recoller les constructions, nous avons
utilisé un revétement pro-fini perfectoide d’un voisinage strict du lieu ordinaire : “la tour
anti-canonique”. Au dessus de ce revétement on a (tautologiquement) la surconvergence
de la tour d’Igusa. Cela permet, comme si on était sur le lieu ordinaire, de donner une
définition uniforme (et donc indépendante de la caractéristique) du faisceau des formes
modulaires surconvergentes “perfectisées”. On démontre ensuite, au moyen de traces de
Tate, que le faisceau perfectisé descend et réalise le recollement des faisceaux construits
dans les sections 4 et 5. Cela nous permet finalement de construire une courbe de Hecke
adique et de vérifier la conjecture de Coleman.

L’article contient deux appendices. La premiere est consacrée a la théorie du sous-
groupe canonique que nous reformulons au niveau de généralité dont nous avons besoin :
sans supposer que la topologie et p-adique et sans extraire de racines de p. La seconde
appendice est consacrée a la théorie spectrale de Coleman que nous étendons aux espaces
adiques analytiques.

1.4. Remerciements. — Nous remercions P. Scholze pour une discussion tres intéres-
sante et sa suggestion d’utiliser les espaces adiques pour compactifier ’espace des poids.
Nous remercions également J. Bergdall, B. Stroh et L. Xiao pour des échanges stimulants.
Durant la préparation de ce travail, nous avons séjourné a 'ENS Lyon, a I'université de
Milan et au MSRI. Ce travail est dédié a la mémoire de Robert Coleman, qui en est
I’'inspirateur.

2. L’espace des poids

2.1. Définition. — Soit A = Z,[[Z,]] 'algebre d’Iwasawa. Nous allons lui associer plu-
sieurs espaces adiques ([16], [15], [14]).

2.1.1. Points analytiques. — Posons ¢ =4sip=2ouq=psip# 2. OnaZ; ~ Z]qZ>* x

exp(q)Z». On obtient alors un isomorphisme A ~ 7,[Z/qZ*][[T]] en posant 1+ T = exp(q)
et A est complet pour la topologie (p,T')-adique.
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Soit 20 = Spa(A, A). C’est I'espace des classes d’équivalences de valuations continues
sur A, il est équipé d’un faisceau en algebres topologiques Oy et de plus, pour chaque
point z € 20 on dispose d’une valuation v, sur la fibre Oy .

Rappelons que si (A4, A1) est une algebre affinoide, et si x € Spa(A4, A™), on appelle
support de z I'idéal premier de A des éléments a € A tels que |a|, = 0. Suivant [14], sect.
3, on dit qu’un point est analytique si son support n’est pas ouvert.

Lemme 2.1. — Les points non-analytiques de 20 sont en bijection avec Spf A.

Démonstration. Si x est non-analytique, alors |.|, se factorise en une valuation sur
A/(p,T). Son support est donc un idéal maximal de A. Soit m un idéal maximal de A
(qui correspond au choix d'un caractére a valeur dans F), de Z/qZ*). On peut lui associer
la valuation définie par vy(a) = 0 si a € m, vy(a) = 1 sinon, qui nous donne la bijection
cherchée. O]

Définition 2.1. — Soit W l'ouvert constitué des points analytiques de 20.

2.1.2. Description de W. — Comme l'idéal de définition de A est engendré par p et T,
pour décrire WV on va comparer, pour tout point |.| € W, les éléments |p| et |T'|. Pour tout
rationnel £ € Qo, on note :

W ={r € W,IT L < [p'la # 0},

-~ War = {z e W, |p’l, < [T"], # 0.

On pose également :

- Wso=Weoo =W,

- Wgo = {x eEW, ‘T’x = O},

~ Wi ={z €W, |pl. = 0}.

Sil = [a,b] C [0, 00] est un intervalle avec a, b € Q>¢U{oo}, on pose Wr = W<pnW>,,.
Sil # {0} et I # {oco}, Wy est un ouvert rationnel. On laisse le soin au lecteur de formuler
la définition de Wy pour un intervalle général I C [0, oc].

Soit x € W une valuation de rang 1. On peut définir la valuation p-adique de x par

log, (|7
op(a) = Tl
og,([plz)

On vérifie alors facilement que x € Wy < vy(z) " € 1.
L’espace W est quasi-compact mais n’est pas affinoide. Cependant, Wj est affinoide

pour tout intervalle fermé a coordonnées rationnelles I C [0, 00]. Par exemple, W =
Wio,1) UW]1,00] avec par définition :

€ [0, o0].

Wio,1) = Spa(A<Z>[;],A(§>) et Wio) = Spa(A(%H%LA(%».

La topologie sur A est la topologie (p,T)-adique. Soit ¢ € Qs¢. La topologie est p-
adique dans ﬁ{fv[o g et p est une unité topologiquement nilpotente dans ﬁW[O, ;- La topologie

est T-adique sur ﬁ;rv[t . et T est une unité topologiquement nilpotente dans ﬁ’W[t ool

Sur un intervalle rationnel [a,b] C]0,+o0], les topologies p et T-adiques coincident sur
ﬁjv[mb] et p, T sont des unités dans ﬁW[a,b]-

2.1.8. Le bord. — Sit € [0,+00[, Wgy est une réunion finie de boules de centre 0 et

de rayon p_%. Posons W'Y = Wio, 400 Cest I'espace adique associé a la fibre générique
de Spf A au sens de Berthelot ([4], sect. 0), et c’est une réunion finie de boules ouvertes
de rayon 1. C’est I'espace des poids qui est traditionnellement considéré dans la théorie
des familles analytiques de formes surconvergentes. Le bord de I'espace des poids est par
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définition le fermé Wy = W\ W™, Tout point x € Spec F,[Z/qZ*]((T)) correspond &
un morphisme
x
Fp(Z/qZ*|((T)) = Fp((T)).
On peut associer & x une valuation v, sur A, obtenue en composant le morphisme de
réduction A — F,[Z/qZ*|((T")), le morphisme z, et la valuation T-adique sur F,((7T")).

Lemme 2.2. — Le bord Wiy est Spa(F,[Z/qZ*]|((T)), Fp|Z/qZ*|[[T]]). C’est I’ensemble
des valuations vy pour x € Spec Fy,[Z/qZ*|((T)).

Démonstration. Par définition, Wy, est 'ensemble des points analytiques ayant p dans
leur support. Il en résulte aussitot que c’est Spa(F,[Z/qZ*|((T)),Fp[Z/qZ*][[T]]), qui est
bien 'ensemble fini des valuations v,. ]

2.1.4. Composante libre et composante finie. — On note W° = Spa(Z,[[T1], Z,[[T]])*".
Cest le fermé de W qui correspond au caractere trivial de Z/qZ*. On note aussi WY =
WY N Wy pour tout intervalle I C [0,+o00]. On note W/ = Spa(Z,[Z/qZ*], Z,[Z/qZ*)])
Pespace des caracteres de Z/qZ*. On a la décomposition

W= WO XSPa(Zp:ZP) Wf'

Sip > 3, WO est la composante connexe de W qui contient le caractere trivial. Si p = 2,
W est connexe !

2.2. Analyticité du caractére universel. — On note G/ le faisceau en anneaux sur
la catégorie des espaces adiques définit par G (X) = H°(X, €5). On note G}, le sous-
faisceau en groupes de G des éléments inversibles pour la multiplication.

On dispose du caractere universel £*": Z — A*. Ce caractere fournit un accouple-
ment :

W x Z;; — G;’_n.
Si on restreint k%" a certains ouverts de ’espace des poids, alors le caractere devient
localement analytique, c’est a dire qu’il se prolonge en un caractere du groupe Z;(l +
p"Gl) C G}

n—1 n—2

Lemme 2.3. — Pour toutn > 1, on a k" (14+-qp"~'Z,)—1 C (T?" | TP" "p,...,p"IT)A.

Démonstration. Rappelons que la valuation p-adique de C’;fn vaut n — vp(k). On a donc

kU (exp(gp™ 1)) = (14+T)P" ' = Zi:ol C;fn,lTk =1 mod (T7" ', T¢" *p,...,p""'T). O
Proposition 2.1. — Pour tout n > 1, le caractére universel nous fournit un accouple-

ment :

Wioprg-1] X Z; (1+ qpn_lG;r) — G,
qui se restreint en un accouplement :

Wipng-11 X (14 qp"7'GF) — 1+ ¢G}.

Démonstration. Soit (R, RT) une algebre affinoide compléte et soit g : Spa (R, RT) —

- 5 is . - -
Wig,prnq—1] un morphisme donné par une morphisme g : (ﬁW[O,panl]’ ﬁW[O,panl]) — (R,R™).
Il s’agit alors de construire un caractere ry : Z, (1 + qp" 'RT) — (RT)*. La restriction
du caractere a Z,; est donné par la composition

ZX — A — O R¥X
p W[O,p"zfl]
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On a des isomorphismes inverses donnés par ’exponentielle et le logarithme gp" ' RT ~
1+ gp" ' R*. D’autre part, s*"(exp(q)) = 1 + T et k"™ (exp(gp™~')) = (1 4+ T)?"". Or,
(14+T)P"" = 1+qh(T) ot h(T) € ﬁ%[ [T'] d’apres le lemme précédent. Posons donc,

0,p"q—1]

pour tout r € RT, /sf(exp(qp”_lr)) = f(exp (7’ log(1+ qh(T)))). Le fait que le caracteére
envoie 14 p"~1¢G dans 14 ¢G est évident sur la formule. O

3. Courbes modulaires et tour d’Igusa

3.1. Courbes modulaires formelles et voisinages du lieu ordinaires. — Soit X —
Spec Zjy, la courbe modulaire compactifiée de niveau N > 3 premier a p. Soit X — Spf Z,
sa complétion formelle p-adique. Soit E le schéma semi-abélien universel sur X, et wg le
faisceau co-normal en la section neutre de E. Soit Ha := Ha(FE) € HO(%,w%_l ®z, Fp)
Iinvariant de Hasse. Remarquons que HaP" se reléve canoniquement en une section de
HO(X, w7 @y Z/p"Z). Soit Hdg := Hdg(E) C Ox I'idéal de Hodge (voir le numéro
A.1). Soit Ap un anneau integre, a € Ap un élément non nul tel que Ay soit a-adiquement
complet. On suppose aussi que p € aAg. Remarquons qu’avec ces hypotheses Ay est
canoniquement une Z,-algebre.

Soit ) le schéma formel sur Spf Ay obtenu en changeant de base X de Spf Z, a
Spf Ag. On note g 'ouvert lieu ordinaire de g), définit par la condition : Ha inversible.

Définition 3.1. — Pour tout entier r € N, soit ), — Q) le schéma formel qui représente
le foncteur qui a toute Ag-algébre a-adiquement compléte R associe les classes d’équiva-
lences de couples (f : Spf R — X,n € H(Spf R, f*w(lfp)prﬂ)) tels que

Haprﬂ.n =a mod p*
Deux couples (f,n) et (f',n') sont équivalents si f = f' et n=n'(1+ %
u € R.

u) pour un élément

Lemme 3.1. — L’idéal de Hodge Hdg est localement libre sur %), et a € Hdg.

Démonstration. Localement sur )., on a HapTHn =a mod p? Il en résulte que o

et donc p appartiennent a HdngH. On peut appliquer le lemme A.1 pour conclure & la
liberté de Hdg. O

Remarque 3.1. — En fait ), est un ouvert d’un éclatement admissible de ). Soit Spf B
un ouvert affine de 2 sur lequel le faisceau wg est trivial. Identifions Ha avec un sca-
laire et soit Ha € B un relevement de Ha. L’image inverse de Spf B dans %), vaut

Spf B(X)/(H~apT+1X —a).

Proposition 3.1. — Soit k € Z>y. Supposons que p € ozpkAo. Sur Y, on dispose pour
tout n < r+k d’un sous-groupe canonique Hy, — E[p"| qui est localement libre de rang p".

-1
La réduction de H,, modulo pHdgfppfl coincide avec le noyau de Frobenius a la puissance
n.

Démonstration. Voir le corollaire A.2. O

Proposition 3.2. — L’isogénie “diviser par le sous-groupe canonique” : E — E/Hy, in-

duit un morphisme fini et plat de degré p, ¢ : D, — YDr—_1 pour tout r > 1, qui releve le

morphisme de Frobenius relatif modulo pHdg™!.
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Démonstration. Soit (f,7) un R-point de 9),.. Le morphisme f est donné par un schéma
semi-abélien E — Spec R et une structure de niveau N, notée ¢y. Soit E' = E/H; et
Yy la structure de niveau N induite sur E’. Au couple (E’,1))y) correspond un nouveau
morphisme f’: Spf R — ). D’autre part, on a la relation Ha(E’) = Ha(E)? mod HLdg.

Ici on utilise le fait que B/ = E® mod HLdg et donc que wpr ~ wh,  mod HLdg. En
r+1 p2

élevant & la puissance p"~! on obtient : Ha(E')P" = Ha(E)P mod 3. Il en résulte
que Ha(E')?"n = ¢ mod I%g' Il existe alors 7 € wg_l)p " un relevement de n  mod Hidg
tel que Ha(E')?"7i = @ mod p?. Le morphisme cherché est donc (f,n) — (f',7). Le
morphisme obtenu releve le Frobenius relatif modulo HLdg, qui est un morphisme fini et
plat. Comme tous les schémas formels en jeu sont sans Ag-torsion, il en résulte que le

morphisme est fini et plat. O

3.2. Tour d’Igusa partielle. — L’existence du sous-groupe canonique permet de construire
des revétements des schémas formels 9),.

8.2.1. construction. — On fait a présent I’hypothese que le schéma formel ), est excellent,
normal, localement le spectre formel d’un quotient d’un anneau régulier. Remarquons que
cette hypothese implique que Ag est noethérien. Soit A = Ag[l/a] et AT le normalisé
de Ay dans A. Au schéma formel Spf Ag on peut associer un espace adique analytique
Spa(A, AT). Le caractere noethérien de A nous assure que Spa(A, AT) est bien un espace
adique ([14], thm. 2.2).

Nous rappelons la proposition suivante, qui utilise I’excellence. Elle est utile pour
définir des schémas formels par normalisation :

Proposition 3.3. — Soit R un anneau I-adiquement complet, normal, excellent, qui est
un quotient d’un anneau régulier. Soit f € R. Alors la complétion I-adique de R[f~'] est
normale.

Démonstration. Voir [10], sect. 1.2. O

Au schéma formel 9), on associe I'espace adique analytique ), = 2% X Spa(Ag,Ao)
Spa(A, AT) ot P2¢ désigne 'adification du schéma formel ), ([14], sect. 4). Soit k € Zx.
On suppose que a?” | p. Pour tout n < r + k, on dispose, d’apres la proposition 3.1, d'un
sous-groupe canonique H, — ), d’échelon n. De plus, le groupe Hé) est étale au dessus de
la fibre analytique ), (grace au point 6. du corollaire A.2 et au lemme 3.1). Soit ZG,, , —
Y, le revétement fini étale qui parameétre les isomorphismes Z/p"Z — HP. C’est un
revétement galoisien de groupe (Z/p"Z)* qu’on appelle la tour d’Igusa partielle analytique
de niveau n. On définit alors un schéma formel J&,,, — ), comme la normalisation de
2, dans ZG,, . On appelle J&,, ;. la tour d’Igusa partielle formelle de niveau n.

Lemme 3.2. — La normalisation 3&,, , est bien définie. Le morphisme 36, , — 2, est
fini.

Démonstration. Soit Spf R un ouvert formel de 9),.. Soit R'[1/«] (la notation est ambigiie
pour l'instant car R’ n’est pas encore défini) anneau de ZG,, , au dessus de Spa(R, R)*".
Par hypothese R'[1/a] est une R[1/aj-algebre finie étale. Soit R’ le normalisé de R dans
R[1/a]. Le caractere excellent de R nous assure que R’ est finie sur R. L'ouvert de 3&,, ,
au dessus de Spf R est par définition Spf R’. Pour voir que la construction a un sens, nous
devons montrer que si f € R alors R'(1/f) est le normalisé de R(1/f) dans R'[1/a] ®pr
R(1/f) (qui est 'anneau des fonction sur la fibre dans ZG,, , de Spa(R(1/f), R(1/f))*").
Comme R(1/f) est plat sur R, R'(1/f) = R' @r R(1/f) est bien un sous-anneau de
R'[1/a] @g R(1/f). Il est normal d’apres la proposition 3.3 et fini sur R(1/f). O
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Le groupe (Z/p™Z)* agit sur J&,, , & travers son action sur le morphisme Z/p"Z —
H,? . On possede des morphismes d’oubli évidents J&,, , — IJ&,,_1 ,. Les différentes tours
d’Igusa partielles s’organisent en une suite

j®r+k,r - j®r+k71,r — =,

de morphismes finis, équivariants pour l'action de Z/p"t*Z*. Le lemme suivant ne pose
pas de probleme.

Lemme 3.3. — Soit h: 3&,, , — J&,_1, le morphisme structural. Alors
n—1 n
(hsOse,,,) 7" P = Oge,

3.2.2. Ramification de la tour d’Igusa partielle. — Le morphisme h: 3&,, , — J&,_1, est
fini et étale en fibre analytique. Grace au lemme 3.3, on a donc une trace Trye: hO5e, , —
038, _,,,- La source et le but du morphisme Tryg dépendent bien str de n et de r, mais
nous 'omettons de la notation.

Proposition 3.4. — Pour tout n > 2, on a

Hdgpn_1 ﬁj@ C Tl"j@(h*ﬁjgnm).

n—1,r

Pourn = 1, Trj@(h*ﬁj@LT) = ﬁQJr‘

Démonstration. Pour n = 1, ’énoncé est clair car le morphisme est de degré p—1 premier
a p. Soit Spf R un ouvert affine de 2),. Supposons que Hdg est trivial sur cet ouvert,
engendré par Ha. Soit Spf B, et Spf B,_; les fibres de HDP et HD | au dessus de Spf R.
Soit Spf C la fibre du quotient (H,,/H,—1)? sur Spf R. Le morphisme H? — HY | est un
espace homogene sous (H,/H,—1)" pour la topologie fppf. Soit Dp_ /B._, la différente
du morphisme B,,—1 — By, et D¢/ celle du morphisme R — C. On a I'égalite :

DBn/anl ®Bn71 Bn = DC/R ®R Bn

de B, ®p,_, B = C ®@gr By-modules. Par ailleurs, on a Dg/p = HdgpnflC d’apres
le corollaire A.2 et le lien entre discriminant et différente (voir [11], sect. 1 et 2.). Par

n—1

descente fidelement plate, il en résulte que D /g, , = Hdg?” ~ Bj,. On a un isomorphisme

Déi/Bn_l — Homp,_, (By, By—1) donné par z — Trg /g (x -). Vérifions que I'idéal
Tr(D];i /B 71) C Bj—1 est B,,_1. La propriété est locale pour la topologie de Zariski sur

Spec B,_1 donc on peut supposer que B, est un module libre sur B,_1. On possede
donc une application surjective B, — B,_1 de B,_ij-modules qui s’écrit Tr(z.) pour

T € D];ll /By donc Tr(DE;L / Bn—l) = B,,_1. Par conséquent, on peut trouver un élément

dn € By tel que Trp /B, (dn) = Ha” . Pour tout n > 1, on a une immersion ouverte de
Yr-espaces adiques analytiques 7G,, , — H. TZL) . De plus, pour tout n > 2, on a un diagramme
cartésien au dessus de ), :

IGn, HDP

o

Ign—l,r - H’r?—l
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En utilisant la normalité de J&,,, et la finitude de H,’? — ), on obtient un diagramme
commutatif :

qunﬂ"““‘>.ﬁﬁ?

]

/J@n*l,’l“ - H’anl

au dessus de 2),. On peut donc tirer les sections d,, en des éléments d;, € 05, . (Spf R)
~ pn—1
qui vérifient Trye(d,) = Ha" . O

Corollaire 3.1. — Soit Spf R un ouvert de ), au dessus duquel le faisceau Hdg est tri-

~ ~ _P —P
vial, engendré par un élément Ha. Il existe alors des élémentsco = 1 et c, € Ha »~' Oye, . (Spf R)
pour tout 1 < n <r+k tels que Tryg(c,) = cp—1.

Démonstration. Onacy = 1, ¢; = ——. Supposons ¢,_; construit. D’apres la proposition
, 51~ Supp prés la prop

p"Tlop

précédente, Ha #' ¢,_; € Ha * Trye(05e, . (Spf R)). On peut donc trouver ¢, qui
convient. O

3.2.8. Fonctorialité pour le Frobenius. — On suppose toujours p € apkAo etn<r+4k.
Rappelons qu’on possede un morphisme de Frobenius ¢ : 9,41 — ), (proposition 3.2).

Proposition 3.5. — On posséde un morphisme fini, (Z/p"Z)* -équivariant, ¢ : IB,, r 11 —
I, au dessus du morphisme précédent.

Démonstration. Commengons par construire un morphisme ¢ : ZG,, .11 — ZGy . Soit
(R, RT) une algebre affinoide et z : Spa(R, RT) — ZG,, 11 un point. Soit E — R le schéma
semi-abélien correspondant. Pour tout m < k+r+1, il posseéde un sous-groupe canonique
H,, d’échelon m ainsi qu'une trivialisation 1 : Z/p"Z — HP. Soit E' = E/H; et H! le
sous-groupe canonique de E’ d’échelon n. On a un isomorphisme canonique (qui existe aussi
au niveau entier, voir le corollaire A.2) H], ~ H,1/H;. Par ailleurs, la multiplication par p
dans H,, 1 se factorise en un isomorphisme H,,11/H; ~ H, (qui n’est pas un isomorphisme
entier en général). On posseéde donc un isomorphisme H] ~ H,, et en composant le dual de
cet isomorphisme et ¢, on obtient la trivialisation ¢’ : Z/p"Z — (H!)P. Le morphisme ¢
associe a (F, 1) le couple (E’,1)’). Par normalisation, le morphisme se prolonge au niveau
entier. O

3.3. Application et notation. — Ce numéro rassemble la plupart des notations utili-
sées dans l'article.
3.3.1. L’espace des poids. — Soit I = [p*,p¥'] avec k, k' € Z>o U {400} ou I = [0,1]. On
note By = H'(WY, ﬁ;j\;o). Explicitons 'anneau By (on pourra utiliser le critére de Serre
pour vérifier que ces anneaux sont intégralement clos) :

1. Si k, k' € Zso, By = Z,[[T])(u, v) /(T v — p,uv — T?" )
2. Si k € Zso, k' = 400, By = Z,[[T))(u)/(p — uT?"),
3. Si k, k' = +o00, Br = Fp[[T]],
4. 811 =[0,1], Br = Zp[[T]}(v) /(T — vp).

Soit WY = Spf By avec By est munit de la topologie (p, T') adique. La fibre analytique
de 209 est WY. On note 207 = Spf B;[Z/qZ*]. Sa fibre analytique vaut W.

I
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3.8.2. Les courbes modulaires. — On rappelle que X est la courbe modulaire formelle
sur Spf Zp. Pour tout intervalle rationnel I C [0,00], on note X7 = X Xgpf z, W}) et
M = X Xgpt 7, Wr. On note Mo,q1 (resp. Xopqr ) ouvert ordinaire de My (resp. A7)
définit par [Ha| = 1.

Pour tout r € N, soit M, ; (resp. X, ) I'ouvert de M (resp. A7) donné par la
condition :

o T+l
[Ha” | > sup{|p|,|T|}

ou Ha désigne un relevement local de I'invariant de Hasse.

Remarque 3.2. — On peut penser a 'ouvert M, ; comme a une famille de voisinages
stricts du lieu ordinaire paramétrée par 'espace W. Sur l'ouvert M,. (g o[ de Mg o, &
mesure qu’on s’approche du bord de I’espace des poids, les voisinages vus pour la topologie
p-adique se rétrécissent. Par contre, si on regarde les voisinages pour la topologie T-adique
au voisinage du bord de 'espace des poids, ils ont un rayon constant !

Pour tout intervalle I comme dans le paragraphe précédent, on note X5 = XXgp 7, QU(])
et My = X Xgpr z, Wr. On applique la construction du paragraphe 3.1 avec Ag = By et
o = T dans les cas ou [ = [pk,pk/] avec k > 0, et avec « = p si I = [0,1]. On note
X1 =9, pour ces choix. C’est donc un ouvert d’un éclaté de X;. On remarque que X, ;
est I'espace adique fibre analytique de X, ;. On note M, ; = X, 1 X gm0 0, et on observe
que M, 1 est sa fibre analytique.

Proposition 3.6. — Pour tout n < r 4+ k, on posséde un sous-groupe canonique H,
d’ordre n sur X, et M, ;. L’isogénie E — E/Hi nous fournit des morphismes finis et
plats de Frobenius relatif :

O: Xy — Xep et @My — Mg
Démonstration. Cela résulte des propositions 3.1 et 3.2. O

3.8.3. La tour d’Igusa. — On vérifie grace au théoreme principal de [25] et a la remarque
3.1 que X, ; est excellent, localement le spectre formel d'un quotient d’un anneaux régulier.
Vérifions qu’il est normal.

Lemme 3.4. — Le schéma formel X, est normal.

Démonstration. Traitons simplement le cas ot I = [p*, pk/]. Les autres cas sont similaires.
Soit Spf A un ouvert de la courbe modulaire sur Spf Z,. Supposons que wg, est trivial sur
A et soit Ha € A un relevement de I'invariant de Hasse vu comme un scalaire. Soit

B = A[[T])(w, v, w) /(T v — p,uv — T" ™ Ha” " w —T).

Alors Spf B est I'image inverse de Spf A dans X, ;. Pour vérifier qu’il est normal, ap-
pliquons le critere de Serre. On voit facilement que B est un intersection complete dans
A[[T{u, v, w) donc il est Cohen-Macaulay. Vérifions que B est régulier en codimension 1.
Soit « € Spec B de codimension 1. Si T ¢ z alors x € Spec B[1/T] et B[1/T] est formel-
lement lisse (car c’est 'anneau des fonctions sur la fibre rigide de Spf B qui est lisse). Si

T € z alors = est un point générique de B/TB = (A/p[u, v, w])/(uv, Pfapﬂrlw). Comme ce
dernier anneau est réduit, il en résulte que B, /T B, est un corps et donc B, est régulier.
O

On dispose sur X, ; d'un sous-groupe canonique d’échelon n < k + 7 deés que I C
[p*¥, 00]. On peut alors définir la tour d’Igusa partielle formelle de niveau n grace au numéro
3.2, 38,1 — X, 1. On note ZG,,, 1 'espace adique fibre analytique de J&,, ;. C’est la
tour d’Igusa partielle analytique de niveau n.
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4. Formes modulaires surconvergentes en caractéristique p

Dans cette partie, nous construisons des espaces de formes surconvergentes en carac-
téristique p.

4.1. Courbe modulaire en caractéristique p. — Soit X — Spec F, la courbe mo-
dulaire compactifiée de niveau N premier a p, soit Ha l'invariant de Hasse et Hdg I'idéal
de Hodge. Soit X,.q 'ouvert ordinaire. On rappelle que Qﬁooo} = Spf F,[[T]]. On note
R Ly — Fp[[T]]* le caractere qui est trivial sur Z/qZ* et qui envoie exp(q) sur 1+ 7.
Pour tout caractere x : Z/qZ* — (’)Ep, on note X sa réduction modulo mp. et &y le
caractere K @ . B

Soit X{oy = X Xspec F, QB?QO} et Xord foo} = Xord XSpec F, QU?OO} On a construit (voir
les numéros 3.1 et 3.3) un schéma formel X, (o} — X(x) pour tout entier r > 0. Soit
X(oo}s Xr {0} les espaces adiques sur W?OO} = Spa(F,((T)),F,[[T]]), fibres génériques de

X{oo} €t Xy (o0 Alnsi, &) ooy est Pouvert de Xyy d’équation |Hapr+1| > |T.

Comme on est en caractéristique p, on dispose sur tous ces espaces, pour tout n > 0,
d’un sous-groupe canonique H,, d’ordre n. C’est le noyau de l'isogénie de Frobenius itérée
n fois : F": B — E®"),

La regle qui associe a E son quotient E/H; nous fournit des morphismes Frobenius
relatif X(o} — X{oo}s Xord{oo} — Xord, (oo} €6 Pour tout r > 0, X, 1 (o0} — X (o0} Les
morphismes de Frobenius relatif sont tous notés ¢ afin de simplifier les notations.

4.2. L’équivalence de Katz. — Soit I_Gn,mnd — X,rq Vespace de modules des trivia-
lisations de HY. C’est un revétement étale de X,.q de groupe (Z/p"Z)*. Soit IG ord =
lim,, IC,WTd le schéma obtenu en passant & la limite projective. Soit £ un point géomé-
trique de X,.q et p : Uy (Xorg, ) — Z, la représentation de monodromie sur I1G o ord|z-
Pour tout caractere &y : Z, — Fp[[T]]*, on possede, d’apres [17], un ¢-module étale '
associé a K, o p dont voici la construction.

Pour tout n € Zxo U {00}, soit I8, 44 (o0} le produit fibré : IG, ord XSpec F, QI]?OO}.
On pose ™ 1= Oy [R;l

plus, le Frobenius relatif de & g (o0} induit un isomorphisme P o™X ~ fx,

J. Cest un faisceau inversible de 0%, , _,-modules. De

oco,ord,{oco}

4.3. Tour d’Igusa surconvergente. — Soit 38, ;. (.} — X, (o) la tour d’Igusa par-
tielle. On a des morphismes de transition finis : 38, ;. (o} — TG, _1 1 (o0} SOit TS 1 (o0}
la limite projective de ces morphismes dans la catégorie des schémas formels T-adiques.
Nous allons donner une description simple et une interprétation modulaire de ces tours
d’Igusa.

Soit IG,, la normalisation de X and I_C;n,ord' La proposition suivante donne une
interprétation modulaire de IG,,.

Proposition 4.1. — Soit R une IFy-algébre normale. Soit x € 7X(R) correspondant a
schéma semi-abélien E/R d’invariant de Hasse non-nul. Alors 1Gy|.(R) est ’ensemble
des morphismes de schémas en groupes (Z/p"Z) — HP qui sont des isomorphismes au

dessus de Spec R[1/Hal.

Démonstration. C’est évident. O

Soit alors 'J_Gﬁnm le produit fibré : IG,, X5 Xr {00}

Lemme 4.1. — On posséde un isomorphisme canonique j@n,r ~ TG, (0} -
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Démonstration. Les schémas formels TJ_Q5n,r et I8, 1 (oo} sont finis sur X, 1,y et ils ont
clairement méme fibre générique ZG,, ;. (). Il suffit donc de voir que 36, ; est normale. Si
Spec A est un ouvert affine de X, Spec A,, 'ouvert affine de IG,, au dessus, alors le tube de
Spec A dans I8, est Spf A,[[T](T /HapT+1>. L’anneau A,, est régulier et le morphisme
A, — An[[T]KT/HapTH) est régulier, donc An[[T]KT/HapTH) est régulier et donc normal.
O

On déduit alors la proposition suivante :

Proposition 4.2. — 1. Pour toutF,[[T]]-algébre R normale, plate, T-adiquement com-
plete, 36, ;. (0} (R) est U'ensemble des classes d’isomorphismes de triplets (x,n,1n)
(p—1)p" !

ot z € X(R) correspond & un schéma semi-abélien E/R, n € wy vérifie

Hapy‘ﬂn =T et : (Z/p"Z) — HP est un morphisme qui est un isomorphisme au

dessus de Spec R[1/Ha].

2. Pour tout Fp[[T]]-algebre R normale, plate, T-adiquement compléte, TG, .. (o1 (R)
est l’ensemble des classes d’isomorphismes de triplets (x,n,1) ou (x,n) sont comme

au dessus et v : Qp/7Z, ~ colim HnD est un morphisme qui est un ismomorphisme au
dessus de Spec R[1/Ha].

4.4. Surconvergence de l’équivalence de Katz. — Dans ce numéro, nous allons
montrer que la construction de Katz garde un sens dans un voisinage du lieu ordinaire et
qu’elle fournit les bons objets.

4-4.1. Le faisceau 1o;y. — Le but de ce paragraphe est de montrer que le faisceau fofx
peut se réaliser sur X, ;) au lieu de Xy.q (o0} Commengons par un lemme sur la ra-
mification du morphisme h,41 : IGny1 — IG, (avec la convention IGy = X). Notons
Trig : (hn+1)+0r,., — Orq, la trace de ce morphisme. La source et le but du mor-
phisme Tr;o dépendent de n, mais on 'omet de la notation pour simplifier.

Lemme 4.2. — On a Trig((h1) x Opg,) = Ox et pour tout n > 1, on a Hdg”" C
TrIG((thrl)*ﬁfGnH)-

Démonstration. C’est analogue (en plus simple) a la démonstration de la proposition
3.4. O

Corollaire 4.1. — Soit Spec A un ouvert de X sur lequel le faisceau Hdg est trivial.
Identifions Uinvariant de Hasse Ha avec un générateur de ce faisceau. Alors il existe une

n

suite d’éléments co = 1, ¢, € Ha~ F=. Org, (Spec A) pour n > 1 tels que Trig(cn) = cn-1.

Définissons alors ., comme le sous-faisceau de ﬁj@wr{w} des fonctions & 1-

variantes pour 'action de Z;.

Théoréme 4.1. — Le faisceau Wy est un faisceau inversible sur X, (o3 pour r > 2
(resp. r >3 sip=2).

Démonstration. On peut travailler localement pour la topologie de Zariski sur X, (o).
Soit donc Spec A un ouvert de X, supposons wg libre sur Spec A et identifions I'inva-
riant de Hasse Ha avec un scalaire. Soit Spec A, I'image inverse de Spec A dans IG,,
Spf An[[T]]<T/HapT+1> l'ouvert correspondant dans J&,, .. r) et Spf Ao[[TINT/Ha?™)
I'ouvert correspondant dans I8, ;. ro0}- On a noté A = colimy, Ay,.
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Comme (A,)Z/P"D* = A, (As)% = Aet donc (Axo[[T)(T/Har")) )" = A[[TI(T/Ha?"*").
Pour démontrer le théoréme, il suffit donc de trouver un élément inversible # € Ao [[T](T/Ha?" ")
tel que o(2) = &~ '(0).z pour tout o € Z.

p

_p'=p
D’apres le corollaire 4.1, il existe des éléments ¢ = 1, ¢; = zﬁ’ ¢, € Ha™ »1 A,
vérifiant Try, /4, _,(cn) = cn-1.

Définissons alors by = 1 et by = >, ¢(7/mz)x £(F)o(cn) € Ha™ Fas Ap[[T]] pour tout
n > 1,006 € Z, est un relevement de o € (Z/p"Z)*. Soit ¢’ un autre choix de relevements
de o donnant un autre élément b,,. Grace au lemme 2.3, on voit facilement que :

p"—p

— b, =b), mod TP 'Ha »1 sin>1et p >3,

~ b, =0, mod TP Ha o1 sin>2etp=2,
~b,=0b, mod Tsin=1etp>3.

On vérifie également que :

by —byg € TP Ha 51 A,[[T]]sin>2etp>3oun=2etp=2,
by —bp1 € TP Ha 71 A[[T]] sin >3 et p=2,
~ by — 1€ TA[T].

Indiquons la démonstration dans le cas n > 2 et p # 2, les autres cas sont analogues. On a

b, = Z k(0)o.cn

o€(Z/pnL)*
— SRR > R(5)o.cn)
T€(Z/p"17Z)* o€l+pn—1Z/p"Z
= S R(F)F(en + Y (8(6) — Docn)
T€(Z/pr—1Z)% oc€l+pn—1Z/p"Z
Et donc
bo=bn1= > EHTena-baat Y, RF)F > (R(6)-1)ocn).
TE(Z/pn L) TE(Z/pn L)X o€l+pn =1 Z/p L
Sioel+pvZ/p"Z, alors k(6) — 1 € Tp"&IFp[[TH et donc,
S m®A Y (RG) ~ Do) € TP T Ha 1 A[[T]].
TE(Z/p"1Z)> o€l+pn~1Z/p"L
n—1_

Drautre part, > ¢z /pn-17)x B(T)T-Cn1 — bp—1 € TP P Ha T pAn[[T]].
Par récurrence, on vérifie ensuite que b,, € Ax[[T'/ Hap2]] (resp. Axo|[[T/ Hapg]] sip=2)
et que la suite b, converge vers un élément by, pour la topologie (T/Hap2)—adique (resp.

(T/Ha?’)-adique si p = 2). On a une inclusion continue Aoo[[T/Ha?"]] C Aoo[[T]](T/Ha?")
car
n—2
jm Jj )pn—3
Ha?" Ha?’
Il en résulte que bos € A[[T]|(T/HaP’) (resp. boo € Axo|[T](T/Ha?") si p = 2). Par
. N 3
construction, o.boe = A 1(0).bso. Enfin, by — 1 € %Am[[T]](T/Hap ) (resp.boe — 1 €
4 . . .
#AO@[[T]KT/HELP ) si p =2 . Comme Hz;g, (resp. # si p = 2) est topologiquement
nilpotent, il en résulte que by, est inversible. ]

_ TP"73(P—1)(
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4.4.2. Le faisceau des formes de poids Ry. — Soit x : Z/qZ* — Oép un caractere et
Ry © Zy — TFp[[T]]* désigne le caractere que envoie exp(q) sur 1 + T et qui vaut la
réduction modulo moc, de x de x sur Z/qZ*. Supposons p # 2 pour un instant. Soit
hy : IG1 — X. Soit @X := (h1),Opg, [x ] le faisceau cohérent sur X.

Lemme 4.8. — Le faisceau X est inversible.

Démonstration. Le faisceau @X est cohérent et sans torsion donc projectif. On calcul son
rang sur le lieu ordinaire, et il vaut évidemment 1. O

Si p = 2, alors le caracteére résiduel y est trivial et @X est, par définition, le faisceau
trivial. .

On note tX I'image inverse de WX sur X, (-} pour tout r. On pose alors ;X =
Wi @ X,
4.4.3. Fonctorialité a la restriction. — Soit ' > r > 2 (resp r > 3 si p = 2). On a un
diagramme commutatif :

TG o {00} — TG r {0}

Lo

X {00} —— Xy (o0}

qui induit des immersions ouvertes sur la fibre générique. Le morphisme I8,/ (oo} —
JI&E o, {oo} €St équivariant sous I'action du groupe Z,;. Par conséquent, on dispose d'un

. . e R R
morphisme canonique i*r;* — X,
Proposition 4.3. — Le morphisme précédent est un isomorphisme.

, . . . . R R o By .
Démonstration. Tensorisons le morphisme *to;X — o' X par (i*w,*)~!. Le faisceau
T

. Ry \ — K . . . . . .
(i*r,) "t ® ro,* s’identifie au sous-faisceau de Ozp__ , o) des sections invariantes sous

A
Zy, lequel est égal a Ox , (oo} O

, P . K
Dorénavant, on note o”x au lieu de 1o, *.
7

4.4.4. Fonctorialité pour le Frobenius. — Soit E le schéma semi-abélien universel sur
X. On dispose aussi d’un morphisme de Frobenius F : E — E/H; = E®) . Ce mor-
phisme induit des injections FP : H,(E")? — H,.1(E)P puis un morphisme injectif
FP : colim, H,(E")P — colim, H,(E)P qui est un isomorphisme sur le lieu ordinaire. On
en déduit une application : ¢ : X, (o) — X, {o0} que l'on peut étendre en une appli-
cation ¢ : I8, ;41 (00} — IO (o0}, donnée par la régle suivante : A tout morphisme
Y 1 Qp/Zy, — colim, H,(E)P, on associe le morphisme v’ définit sur le lieu ordinaire
par (FP)"l o : Q,/Z, — colim,H,(E")P et qui se prolonge partout par normalité.
Sii: Xpq1 {00} — Xrfoo) désigne le morphisme de la section précédente, alors on a un
morphisme canonique *r"x — ¢*pfx.

Proposition 4.4. — Le morphisme i*0" — ¢*rox est un isomorphisme.

Démonstration. Similaire a la démonstration précédente. ]
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4.4.5. Définitions. — On peut maintenant définir les espaces de formes surconvergentes.

Définition 4.1. — Une forme r-surconvergente entiere de poids k, est une section glo-
bale du faisceau inversible wo"x.

On note w" le faisceau inversible sur X, (s0} fibre générique de rx. Une forme
surconvergente de poids Ry est une section de w"™ sur X4 () qui surconverge sur un

voisinage X, ;,}. On note M, ,—ix le IF,((T'))-espace des formes surconvergentes de poids Ry.
C’est une limite inductive compact d’espaces de Banach.

4.4.6. Description modulaire. — Une forme r-surconvergente entiere f de poids &, est un
loi fonctorielle qui a

une F,[[T]]-algebre T-adiquement complete, normale, plate R,

—(p—1)pt!
N € wp

4. une trivialisation v : Q,/Z, ~ colimnH7?|R[1/Ha},

1.
2. x € X(R) correspondant & schéma semi-abélien E/R et une structure de niveau N,
3.

qui vérifie Haprﬂn =T,

associe un élément de f(x,n,v) € R tel que f(z,n,0.¢) = R;l(a)f(x,n,z/}) pour tout
o €Ly,

4.4.7. Opérateur Uy. — On verra dans la proposition 6.2 qu’on peut définir un morphisme
p_lTr¢ : ¢*ﬁxr+1,{m} — ﬁXr,{oc}' On définit alors 'opérateur U, par la regle :

_ _ _ -1 _
U, : HO(X,,w™) — HO(X, |1, i*w™) ~ HO(X, 11, ¢*w™) " —7 HO(X,, w™).
Cet opérateur est compact et il possede donc une série caractéristique.

4.4.8. Action du reste de l’algebre de Hecke. — L’action de I'algebre de Hecke hors p peut
étre définie sans probleme, de fagon géométrique, comme dans le cas des espaces de formes
modulaires classiques.

5. Intégralité de la famille universelle de faisceaux sur I’espace W |

L’objectif de cette section est de construire une famille de faisceaux modulaires sur
I'espace adique W]y o[, ainsi que des modeles entiers. La famille de faisceaux sur Wjg |
a été construite dans [1] et [21]. La nouveauté ici est que nous construisons des modeles
entiers inversibles canoniques pour ces faisceaux .

5.1. Résultats principaux. — On renvoie au numéro 3.3 pour la définition des objets
considérés. Dans cette partie, I = [0,1] ou [pk,pk/] pour k, k' € Z>o. Si I = [0, 1], on pose
k = k' = 0 pour avoir des notations uniformes.

5.1.1. En géométrie formelle. — Le résultat principal de cette partie est le suivant. Sa
démonstration fait I’objet des numéros 5.2, 5.3 et 5.4.

Théoréme 5.1. — Supposonsr > 1 etr+k >k +2 (resp.r>2etr+k >k +4 si
p =2). Alors on posséde un faisceau inversible wor sur X, 1. Ce faisceau jouit des propriétés
sutvantes :

1. Soit X, Uespace adique sur Q, fibre générique de X, ;. Le faisceau fibre générique
de wy est le faisceau des familles de formes surconvergentes sur X, construit dans
[1] et [21].
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2. On a un opérateur de Frobenius :

oy ~ ¢y
out: Xpp1, 1 — X1 est le morphisme d’inclusion et ¢ : X, 111 — X1 est le Frobe-
NnIUS.

3. La construction est fonctorielle en Uintervalle I : si I' C I, et siipg: X, p — Xp1
est le morphisme naturel alors i}, ;wo; = rop.

5.1.2. En géométrie analytique. — Le théoreme suivant est essentiellement la traduction
analytique du théoreme 5.1. On renvoie toujours au numéro 3.3 pour les définitions des
objets intervenant ci-dessous.

Théoréme 5.2. — Pour tout v > 3 (resp. r > 5 si p = 2), on posséde un faisceau in-
; K Y - . ’ . K,2+ +
versible Wi o] SUT Uespace M, (g o[, @insi qu’un sous-faisceau W0, 0] de @’MT,[OM[—modules.

Les propriétés suivantes sont vérifiées :

K,+

1. La restriction du sous-faisceau w
[0,00

[ a la composante libre W[% o] est un faisceau

inversible de ﬁ;\t o [—module.

2. Pour tout caractére localement algébrique x - k : Z; — CJ avec x un caractére fini
et k € Z identifié a un point k de W'Y, wﬁ)m[[{x,k} = wF(x) est le faisceau usuel des
formes modulaires de poids k et nebentypus x.

3. Le morphisme de Frobenius ¢ : M1 — M, et Uinclusion i : M1 — M, induisent
des isomorphismes ¢*wﬁ] oo = i*wf% oo Si on se restreint a W[% oy O @ méme des

isomorphismes au niveau entier ¢*w{8;[ ~ fi*wﬁ”)’;[.
b b

Démonstration. Expliquons pour commencer comment se ramener a travailler sur la

composante libre Wﬁ) oof On possede un revétement (tour d’Igusa partielle) f : ZG; , — X,

qui parametre les trivialisations du sous-groupe canonique dual H lD (pour p = 2, on prend
f :IGa, — X, qui parametre les trivialisations de HZY ). C’est un torseur étale sous le
groupe (Z/qZ)*. Pour chaque caractere x : (Z/qZ)* — Z, , on peut considérer le faisceau
(wX,wX ) = (fiOzg, X7, f*ﬁ}'gl[xfl]) ott [x 1] désigne le sous-faisceau des sections qui
se transforment selon le caractere Y ~!. Comme f est un torseur étale, f,Ozg,[x '] est un
faisceau inversible.

Supposons qu’on a construit un faisceau (wf; ot

(0,00 “[0,00]
sur W[% o[- En tensorisant (wf oo[,wﬁ)’;[) par les faisceaux (wX,wXT) ou y parcourt les

) ayant les propriétés attendues

caracteres du groupe (Z/qZ)*, on étend la construction sur W9 = I1, W[%’oo[.x.

L’espace W[%,oo[ est recouvert par les ouverts W[%’l] et Wg)k7pk+1] pour k > 0. Il est
donc suffisant de construire les faisceaux sur chacun de ces ouverts et de vérifier qu’ils se
recollent.

Soit I un des intervalles [0, 1] ou [p¥, p**1]. Considérons le schéma formel 209 = Spf B;
et le schéma formel X, ; — Qﬁ(} qui a pour fibre générique &, ;. Comme r+k > k+1+2 (resp
> k+1+4sip=2), on possede (thm. 5.1) un faisceau inversible ro; sur X, ; — 239. Celui-
ci induit des faisceaux (w¥,w}™) sur la fibre analytique &, ;. Les différentes fonctorialités
nous permettent de recoller ces faisceaux.

O]
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5.1.3. Prolongement a linfini. — Grace au théoreme 5.2, on dispose au dessus de &, (g o
_l’_
oo et ﬁXr,[O,oo[_

modules. Notre but ultime est de prolonger ces faisceaux a linfini. Soit j @ X} (1,60 —

.- ) . : . :
X [1,00) Vimmersion ouverte. On voudrait donc prolonger le faisceau W o[ O UD fais-

d’un couple (wfaoo[,wg)’;[) de faisceaux cohérents inversibles de Ox,

ceau wf
[1700
un ouvert dense de Zariski d’'un espace rigide normal se prolonge a tout ’espace. Nous
ignorons si ce résultat est valable dans le cadre adique analytique. Dans tous les cas, il

est raisonnable de poser wﬁ’:go] = j*wﬁ’;o[ et wfj ) est le faisceau associé a wﬁ’;o][l /T].

| sur X, [1,00]- Le théoréme 1.6 de [19] qui affirme qu'une fonction bornée sur

f‘l o0 SUT V est donc une section bornée de

wﬁ oof SUT X, [1,00[V. C’est pour cette raison que nous avons cherché une structure entiere
b

Pour tout ouvert rationnel V', une section de w

canonique sur les faisceaux de formes surconvergentes. L’exemple suivant montre cepen-
dant que ce genre de prolongement est en général pathologique. On vérifiera néanmoins
(essentiellement) dans la section 6 que j*wﬁ’;[ est bien localement libre dans notre cas.

Exemple 1. — On pose § = W[OLOO} et U = W[OLOO[. Soit j : U — S. On va prendre
F = Oy, le faisceau trivial. Sur chaque intervalle [p*, pF*1] on pose F | 10 =

[pk,pF+1]
phtl + . . o k
— =t O . Le faisceau est bien défini, car sur la couronne |T? | = |p|, on a :
T 1-p [pk,pkt1]
k+1 k
|~ | = =
1,pk+l - lfpk
T 1-»p T 1-p

Soit .#% = (j,.Z)[1/T]. Nous prétendons que le faisceau .# est le prolongement par 0
du faisceau @y,. Soit r > 0 et soit [ € j.F *(W[% . OO]) une section. Nous allons voir que

f = 0. Clairement, f € ﬁ;vo . On étend les scalaires de Z;, a une extension finie O

pour disposer d’'un élément = de valuation 1 /p". On peut écrire :

f=> aTF+ sz(%)l
k=0 =1

Sur chaque couronne |T?"| = |p|, on a par définition |f| < p~"*!. On obtient alors que :

k
p—n—i—l—i—p—n

IN

|ak|

b < g

En faisant tendre n vers +o00, on obtient alors f = 0.

5.2. Construction d’un torseur. — Dans cette section, nous construisons un torseur
de formes différentielles. Soit E' le schéma semi-abélien universel sur X, ;. On possede un
sous-groupe canonique H, d’échelon n pour tout n < r + k. Soit J&,, ;. ; la tour d’Igusa
partielle formelle de niveau n et g, : 38, , ;1 — X, 1 son morphisme structural. Soit wg le

n

p =1
faisceau conormal de E. Le noyau du morphisme wg — wg, vaut Hdg -1 wg d’apres le
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corollaire A.2. On a alors un diagramme de faisceaux abéliens fppf sur X, s :

wWE

.

WH,

|

™1
wg/p"Hdg ™ =

ou HT est 'application de Hodge-Tate, le morphisme vertical du haut est surjectif et celui
du bas est un isomorphisme.
Au dessus de J3&,,, 1, appelons P € H}L) I'image de 1 par le morphisme universel

1
7.)p"7 — HP. L’image par HT du point universel P engendre un sous-module Hdgr—Twg,
de wg, d’apres la proposition A.3.

On note fy, : §nr1 — IB, .1 le torseur sous le groupe 1 + p"Hdg_%Ga défini par

—1
Snr1(R) ={w € wg, w=HT(P) dans wE/p”Hdg_ppj}.

On a une action de Z, sur §p .1, donnée par \(w, P) = (Aw, AP). Cette action releve
I'action de (Z/p"Z)* sur 3&,, .

Lemme 5.1. — Les actions de Z,; et (1 +p"Hdg7ﬁGa) sur §nrk proviennent d’une

action du groupe Z, (1 + p”Hdg_ﬁGQ).

Démonstration. En effet, on a Z; N (1 +p"Hdg_ﬁGa) =14p"Z, car p”Hdg_PpTl(Ga N

Zy, = p"Z,. Mais les actions de 1 + p"Z, vu comme sous-groupe de Z}f ou de 1+
p”HdgfﬁGa coincident. O
5.3. Le faisceau des familles de formes surconvergentes. — En utilisant le torseur
Sn,r,r nous allons définir le faisceau des familles de formes surconvergentes.

5.8.1. Construction. — Rappelons qu’on dispose, d’aprés la proposition 2.1, d’un accou-
plement :

WY x ZX(1+ p* 1 Gy) — Gy si p#2
et

WY x ZX(1+p*3G,) — Gy si p=2.
Nous supposons & présent que n > k' + 2 (resp. n > k' + 4 si p = 2). On dipose alors
d’un caractere  : Z; (1+ p”HdgfﬁfﬂlGa) — Gy, de schémas en groupes définis sur 3&,, . 1.

Il provient de I'accouplement universel car p”Hdg_ﬁGa c pFt1G, (resp. C pF 3Gy, si
p=2).
Définissons v}, . ; = (fn)«O5,,, [7], le sous-faisceau de (f,)«0%, ., des sections qui

se transforment selon le caractére k=1 sous-l’action de 14 p”Hdg_ﬁGa. C’est un faisceau

inversible sur I, ;. 1. Soit W, ;.1 C (gn)«t0;, , ; le sous-faisceau de (95,0 fn).O%,, ., constitué

1

des sections x~ " -variantes sous I'action du groupe Z (1 + p”Hdgfpija).
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5.53.2. Liberté. — Dans ce numéro, nous démontrons I'inversibilité du faisceau t,, .. ;.

Lemme 5.2. — Soit (ﬁxnl)oo l'idéal des éléments topologiquement nilpotents dans O, ;.
Supposons que r > 1 (resp. r > 2 sip = 2). Alors K(Z)) —1 C (Ox, ;)" et pour tout
2<1I<r+k,

l

k(1+p7'2Z,) — 1 C Hdg (Ox,,)".

Démonstration. Commengons par remarquer que x((Z/gZ)*) =1 car on s’est restreint

a la composante libre de l'espace des poids. Par conséquent, w(Z,) = k(1 + qZp). 1l

suffit donc de traiter les cas [ > 2 si p # 2 et [ > 3 si p = 2. Traitons d’abord le cas
1—2

p # 2. Pour [ > 2, on a, d’apres le lemme 2.3, x(1 + p!~'Z,) — 1 C (TP ", p)A. Comme
p € Hdg” ™"

nilpotent. Par ailleurs, comme r» > 1, T € Hdg][’2 O, , donc ™' € Hdgpl Ox, ;- Comme
!

Ox,.;,pour | <r+k, pHdg_pl est dans 'idéal des éléments topologiquement

pl

ﬁ < p!, il en résulte que T pli2Hdg_ﬁ est dans 'idéal des éléments topologiquement
nilpotent. Pour p =2 et [ > 3, on a k(1 +p!~1Z,) — 1 C (T, p)A. Le raisonnement est
identique et utilise seulement r > 2 au lieu de r > 1. O
Lemme 5.3. — L’inclusion Og,,, — (fn)+0%,,, induit par passage au quotient un
isomorphisme :

036, ..,/ — W4 ,.1/4.

Démonstration. Sur tout ouvert affine de J&, ., on a une section du morphisme

Snr 1 — JIB, 1, donnée par le choix d’une forme différentielle HT(P) qui releve HT(P).

_ 2"
Remarquons que deux sections different par un élément du groupe 1+ p"Hdg »-1G,. On
dispose, pour chaque ouvert affine U et pour chaque section HT(P), d’un isomorphisme
m}m w1l = Oz, v, donné par I'évaluation en la section. Réduisant modulo ¢ et utili-

sant le fait que k(1 + p”Hdg_%GG) C 1+ ¢qG, d’apres la proposition 2.1, on remarque
que I'ambiguité dans le choix de la section disparait. On obtient donc un isomorphisme
canonique m}l,r, /4= 036,.,.1 /q qui est I'inverse de I'isomorphisme cherché. ]

Soit Spf A un ouvert affine de X, ;. On suppose que Hdg est principal sur Spf A,
engendré par un élément Ha. D’apres le corollaire 3.1, pour tout 0 < n < r + k, il existe
des éléments

n

~ P —D
co=1,c, e Ha *7' O3 . ,(Spf A) sin>1

n,r, I
tels que Tryg(cn) = ¢p—1 si n > 1. Définissons un projecteur pour r+k > n > k' +2 (resp.
n>k+4sip=2):

~ _P —DP
€c, - (gn)*m}l’,,’[(Spf A) — Ha *'w,,(Spf A)

s Z k(o)o(cps)
o€(Z/p"Z)*
Lemme 5.4. — Supposons r > 1 (resp. r > 2 sip =2). Soit s € (gn)*mim](Spf A) un
élément qui vérifie s =1 mod p au sens du lemme 5.5. Alors e, (s) € 10, 1(Spf A). De
plus, 1o, , 1(Spf A) est le A-module libre engendré par e, (s).
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Démonstration. On a s = 1 + ph pour une section h € §,, . 7(Spf A). Il en résulte que

()= D K(@)(ca)+p Y. K(E)F(enh).
o€(Z)pnT) > o€(Z/p™L)*

_ . . X -~ pr+k+1
Dans cette formule, 6 est un relevement arbitraire de o dans Z;. Comme Ha | p et

pp:p < p"tFHL il en résulte que P ve@ ) £(0)a(cnh) € A%F, . 1(Spf A) o A% est
I'idéal des éléments topologiquement nilpotent dans A.
Montrons que

> k(6)5(cn) € 1+ AVF, 1 (Spf A).
oc(Z/p"Z)*
Nous allons en fait vérifier par récurrence sur 0 < 1 < k+rque 3, (7,17 £(5)5(c1) €

1+ A%, »1(Spf A) pour n’importe quel relevement & de 0. Pour [ = 0, on a ¢y = 1 et
c’est évidemment vrai. Sinon, on écrit (avec la convention 1 + p°Z, = Zy ) :

Y k@)l =aa+ D> (6(6) - Do(a).
o€1+pt—1Z/p\Z o€l+p=1Z/p'Z
Comme
> (8(6) = Da(e) € A%Fpra(Spf A)
oc€l+pl—17/p'Z
d’apres le lemme 5.2. On conclit en appliquant ’hypothese de récurrence a la formule :

Yo k@)= > k@r(aat+ D, (K(6) — Do(a)).

o€(Z/p'L)* TE(Z/p' 1 L)* o€l+p' =1 Z/p'L
Par conséquent, e, (s) appartient bien a o, , 7 (Spf A) et c’est de plus un générateur
de (gn)«t0!(Spf A) comme (gn)«Ose, ., (Spf A)-module car e, (s) =1 mod A%, Soit
t € 1,,7(Spf A). On peut le voir comme un élément de (gn)*mn”(Spf A), et on a
t = Xec,(s) avec A\ € (gn)+07s, ., ,(Spf A). Mais A est invariant sous (Z/p"Z)*, donc

A € A. Ceci démontre que w,, . ;(Spf A) est libre, engendré par e, (s).
]

5.4. Fonctorialité. — Dans ce numéro, nous montrons que le faisceau est fonctoriel par
rapport a 'intervalle I, aux entiers n,r, et au morphisme de Frobenius.

5.4.1. Fonctorialité en intervalle I. — Soit J C I un sous-intervalle. On a un morphisme
naturel iy : 209 — 209 et on dispose d’un diagramme commutatif :

3n,r,J —— Sn,r,]

L

jan,r,] I jQ5n,7",]

L

1, I
xr,] %T,I

Le morphisme §, -, j — §n,r1 st équivariant sous I'action du groupe Z,; (1+p"Hdg_ijGa).
Supposons que n > k' 4+ 2 (resp. n > k' + 4 si p = 2).
Le diagramme ci-dessus induit un morphisme canonique :
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-k
1 1Wnrl = WnpJ.

Proposition 5.1. — Supposons r > 1 (resp. r > 2 si p = 2). Le morphisme canonique
précédent est un isomorphisme.

Démonstration. Tensorisons le morphisme iilmn,r,I — 10,7 par (ij’lmnvr,l)*l. On
obtient un morphisme O , — Wy .7 ® (i}’lmnm])*l, ol W, 1 ® (iijnmJ)*l est un
n

. . . . . _p
sous-faisceau du faisceau des fonction invariantes sous Z;;(l + p"Hdg »-1G,) sur Fnr.J,
qui vaut Ox, ;. Le composé

% —1
ﬁxr,J - mn1r7J ® (ZJ,Imn,T‘J) - ﬁxh‘]

est I'isomorphisme canonique, et donc % ;10,1 — 10, 7 est un isomorphisme. ]
b

5.4.2. Fonctorialité en n. — Supposons r +k > n/ > n. On a un diagramme commutatif

gn’,r,k IS gn,r,k

A

qun’,7",l<: I qun,r,k

|

xnk

Le groupe Z, (1 + p”Hdgfija) agit sur Fnr et Zy (1 +p"/Hdg7%Ga) agit sur
Snt,r,r- Le morphisme §,/, 1 — Fnrr est équivariant sous le morphisme évident Z;(l +

n/

PV Hdg 7 TG,) — ZX (1 + p"Hdg 7 1Gy).
Supposons n > k' +2 et r > 1 (resp. n > k' +4 et r > 2 si p = 2). Le diagramme
ci-dessus induit un morphisme canonique :

Wy — Wy pr.

Proposition 5.2. — Le morphisme canonique précédent est un isomorphisme.

-1

I On obtient un

Démonstration. Tensorisons le morphisme o, ,; — 1o,/ , par
—1

N 1 . .
> OU Wy p @10, 5 est un sous-faisceau du faisceau des

’i’l,

’ _r__ . P
fonction invariantes sous Z, (1+p"Hdg »1G,) sur §p 1, qui vaut O, ,. Le composé

morphisme 0%, , — 10,/ , 1@

—1
Ox,; = W r1 QW — Ox,,
est I'isomorphisme canonique, et donc tv,, .1 — 1o,/ , 1 est un isomorphisme. ]

On écrit donc dorénavant 1, , ; = 1, ;.
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5.4.3. Fonctorialité a la restriction. — Soit v’ > r. On a un diagramme commutatif :

gn,r/,l —— gn,r,l

N

jﬁn,r’,] —— qun,r,[

L

%T’,I %T‘,I

Le morphisme §,, ;.1 — §n,r1 est équivariant sous 'action du groupe Z (1+p”Hdg7ijGa).
Supposons que ' > 7 > 1letn > k" +2 (resp. ¥’ >r >2etn >k +4sip=2). On
dispose donc d’un morphisme *to, ; — 1,/ 1.

Proposition 5.3. — Le morphisme i*w,; — 1o, 1 est un isomorphisme.

Démonstration. C’est analogue a la démonstration de la proposition 5.2. ]

Dorénavant, on écrit donc tv,.; = ;.

5.4.4. Fonctorialité pour le morphisme de Frobenius. — L’isogénie canonique F' : £ —
E/H; := E' induit un morphisme ¢ : X, ;1 — X,_1 . Cette application se releve en une
application ¢ : 3&,, . 1 — I8, ,_1 1 sin < k+r—1 (voir la proposition 3.5). On a donc une
application &, 1,1 — J&, 1 obtenue en composant la projection naturelle 3&,,11 , et
le morphisme F'. Indiquons une description directe du morphisme précédent.

Le morphisme F' induit une surjection F' : Hy,1(E) — H,(E'), et donc une injection
FP . HP(E') — HP |(E) des duaux de cartier. Le morphisme 3&, 1,1 — I8, , 11
associe & un morphisme ¢ : Z/p"'Z — HP, |(E) le morphisme ¢’ : Z/p"Z — HP(E')
qui fait commuter le diagramme :

Z/p 'z "~ P, (B)

7/p"Z _v HP(E)

On a alors d’un diagramme commutatif :

‘SnJrl,r,I - Sn,rfl,l

i |

jQ5n-‘,—1,7‘,[ — jﬁn,r—l,[

Lo,

xr,[ :{7"71,1

ou le morphisme §,41,7 — $nr—1,1 est obtenu a I'aide du diagramme commutatif :
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HnD(E/) - £+1(E)

iHT iHT
F*

W —— > WE

Pour toute Zy-algebre plate R, on associe & w € §p41,1(R), la forme différentielle
pw, qui est vue dans wgr et qui appartient bien a F,, 1 x(R).
Le morphisme §,y1,r — Snr—1, est équivariant sous le morphisme de groupes
pn+1

Z; (1+p" T Hdg(E)™ # 1 G,) — ZX (1 +p"Hdg(E’)_P%Ga). Supposons r > 2 et n > k' +2
(resp. r >3 et n > k' +4 si p=2). On dispose d’un morphisme ¢*to; — to;.

Proposition 5.4. — Le morphisme ¢*to; — 1wy est un isomorphisme.

Démonstration. C’est analogue a la démonstration de la proposition 5.2. O

6. Perfectisation

Dans la partie précédente, nous avons expliqué la construction de faisceaux inversibles
wfaoo[. Notre but est désormais de prolonger ces faisceaux a l'infini. La difficulté est la
suivante : sur [0, 00[ on a utilisé 'analyticité locale du caractere universelle. A 'infini, le
caracteére cesse d’étre localement analytique. Ceci est cependant compensé par la fait qu’un
sous-groupe canonique d’ordre infini existe. Nous allons considérer un pro-revétement d’un
voisinage strict de la courbe modulaire sur lequel la tour d’Igusa d’ordre infini existe.
Ceci nous permettra de définir le faisceau des formes surconvergentes perfectisé de facon
uniforme sur ce pro-revétement. Ensuite nous le descendrons au voisinage strict de la
courbe modulaire en utilisant des traces de Tate.

6.1. Résultats principaux. — Le théoreme qui suit est le résultat principal de cette
partie. Il rassemble le théoreme 6.4 et la proposition 6.8.

Théoréme 6.1. — Supposons v > 3 sip # 2 etr > 5 si p = 2, alors on posséde un
Jaisceau inversible Wy, o) sur X, [, o). Ce faisceau jouit des propriétés suivantes :

1. Pour tout intervalle J = [p*,p¥] C [p,oo| et r+k > k' +2 (resp. r+k > k' + 4 si
p =2), l'image inverse de [0 dans X, j vaut le faisceau w; du théoréme 5.1.

2. La restriction de W, o] @ X, (o0} vaut le faisceau Wiy du théoréme 4.1.
3. On a un opérateur de Frobenius :
110 o] = @710} o)
0w it Xy [poc] = Xr[poo] €St le morphisme d’inclusion et ¢ @ X, 1 [poc] = Xr [p,oo]

est le Frobenius.

Il entraine immédiatement le résultat suivant qui est le résultat principal de ce travail :

Théoréme 6.2. — Pour tout r > 3 (resp. r > 5 si p = 2), on posséde un faisceau in-
: K ’  od D : K+ +
versible WiH,00] SUT Uespace M, [0 o), @insi qu’un sous-faisceau W0, 0] de ﬁMr,[o,oo] -modules.

Les propriétés suivantes sont vérifiées :

H7+

1. La restriction du sous-faisceau w
[0,00

] a la composante libre W[% o0 est un faisceau

inversible de @’; o ]—module.
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2. Pour tout caractere localement algébrique x.k : Z, — CJ avec x un caractére fini et
k € Z identifié a un point de W, wﬁ”)’oo] [k} = Wk (x) est le faisceau usuel des formes
modulaires de poids k et nebentypus x.

3. P?ur touticamctére Ry 1 Ly — Fp[[T]]* identifié a un point du bord de WV, Wi, o0] [(Ry) =
w™ on W est le faisceau des formes surconvergentes en caractéristique p, de poids
Ry (voir le numéro 4.4.5).

4. Le morphisme de Frobenius ¢ : M, 11 [0,00) = My j0,00] €t Uinclusion i : M.y (0,00] —
M, 0,00] tnduisent des isomorphismes (;S*wf”a o0] = i*wﬁ) - Si on se restreint a WY

00 [0,00]”
sk K;’+

on a méme des isomorphismes au niveau entier gb*wg)’::o] =W -
Démonstration. Sur M, [, . on possede le faisceau w; ® o/ ot ro; est donné par la
théoreme 6.1 et w/ est construit au numéro 6.8. Sa fibre générique est par définition
K,+ . . Ky,+ , N
(w’[;ﬁoo],w[pm]). Ce faisceau se recolle avec le faisceau (wf’aoo[, w[O,oo[) du théoreme 5.2. [
Ce théoreme permet de construire la courbe de Hecke adique. Soit f, : M, g o) —
W le morphisme structural et Q, = ( fr)*wfé o] le faisceau des familles de formes r-

surconvergentes sur W. Le théoréme qui suit est démontré au numéro 6.9.

Théoréme 6.3. — On possede sur ). une action compacte de l'opérateur U, et une
action de l'algébre de Hecke H de niveau premier a p. En conséquence,

1. L’opérateur Uy posséde une série caractéristique P(X) a coefficient dans A, qui coin-
cide avec la série caractéristique de Coleman.

2. La spécialisation en un point {Ry} — W de P(X) est la série caractéristique de U,
agissant sur M,—ix.

3. On peut définir la variété spectrale w : Z — W, qui est localement quasi-finie, plate
et partiellement propre sur W. En particulier, localement sur Z et W, le morphisme
w est fini et plat.

4. On possede une variété de Hecke £ — Z finie et sans torsion sur Z.

6.2. La tour anticanonique. — Soit I = [p¥,p¥] un sous-intervalle de [1, 0] avec
k,k' € Z>p U {o0}. Rappelons qu'on a des morphismes finis et plats de Frobenius (voir la
proposition 3.2) :

¢ X1 — X g
Soit Xoo,; = lim, X, ; le schéma formel T-adique obtenu par limite inverse. C’est la
tour anticanonique (voir [22], sect. 3). Pour tout n < r 4 k, on posséde aussi une tour
d’'Igusa partielle J&,, ;. ; et on a un morphisme de Frobenius compatible avec le morphisme
au dessus (voir la proposition 3.5) :

¢ j(’571,7‘4-1,1 - jﬁn,r,]-

En passant a la limite projective on obtient le schéma formel T-adique 3&,, o 1 —
Xoo,1- Le morphisme précédent est affine et entier. En faisant varier n, on obtient finalement
une tour de schémas formels 3&,, 11 oo 1 — I8y 00,1 — -+ — Xoo,7. On note alors IGo oo 1
la limite projective, dans la catégorie des schémas formels T-adiques, de cette tour. Le
groupe Z, agit sur IGoq oo I-

Au dessus de X 1, on a une chaine d’isogénies entre schémas semi-abéliens :

Fr
By S By
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olt E, provient de X, ;. Soit Hdg, I'idéal de Hodge associé & E,. On a Hdg? 41 = Hdg,
d’apres le corollaire A.2.

Pour tout n < r + k, on dispose (voir le numéro 3.2.2) d’'un morphisme de Trace
Trye @ Ose,,; — O36,_,, > fonctoriel pour les applications de Frobenius. Par passage a
la limite inductive et complétion, on obtient un morphisme Trye : 036, o ; — O36,_1 o ;-
Nous utilisons pour simplifier la notation Tryg pour tous les morphismes de trace dans
la tour d’Igusa partielle. Cette notation omet la référence a la source et au but de ces
morphismes.

Proposition 6.1. — On a Hdg,O5s,_, ., C Trye(0se, . ;) pour tout r € Z>1.

Démonstration. D’apres la proposition 3.4, on a Hdgffn_1 C Trges(ﬁ’quw’j). Il en résulte

que pour tout r > n, Hdg, .1 = H(igffn_1 C Trye(O56, o1 )- O

Remarque 6.1. — Le fait de passer a la tour anticanonique a donc tué la ramification de
la tour d’Igusa. C’est naturel car la tour anti-canonique X s est “relativement perfectoide”
au dessus de I'espace des poids.

6.3. Traces de Tate. — L’objectif de cette section est de construire des traces de Tate
qui permettent de redescendre le long de la tour anti-canonique. Notons h, : Xoo. 1 — Xy 1
la projection évidente. Le résultat principal de cette section est le suivant.

Proposition 6.2. — Pour tout r > 1, on a des traces de Tate :
Try : (he )i Ox. [1/T] — Ox, ,[1/T]

telles que pour tout f € Ox_ [1/T], f = lim; o T, f. De plus, pour tout r > 1 (resp.
r>2sip=2),
Trr((hT)*ﬁxoo,z) - Tﬁlﬁx

r,J,00"°

6.3.1. Un lemme sur la trace. — Le lemme suivant est la généralisation directe du corol-
laire I11.2.21 de [22].

Lemme 6.1. — Soit n > 1 un entier. Soit S une Z, algébre compléte, topologiquement
de type fini, de dimension d, formellement lisse. Soit B une Zy[[T]- algébre, sans torsion
comme Zyp|[T']]-module, intégre et T -adiquement compléte. On suppose aussi que B posséde
un élement TYP"™" et que p € TB. Soit R = S®ZPB- Soit f € S tel que f € S/p nest pas
diviseur de 0. Soit R, = R(uy)/(fu, — T'/?"). Soit F : R, — Ryny1 une application B-
linéaire telle que modulo pT—Y/P", F est donnée par F(uyp) = ufl_H et par le Frobenius sur
S/p. Alors Rp4+1[1/T] est une algébre finie et plate au dessus de R,[1/T] et Trp(R,41) C
d+1

2
p?T™ 7" R,.

Démonstration. Commencons par remarquer que R, et R, 1 sont des Z,-algebres plates.
En effet, S®z,B = R est plate sur Z, et donc R{uy) aussi. Soit z,y € R(uy) tels que
pr = y(fu, — TYP"). Posons z = 3, apuk et y = >, byuk. On obtient alors byf =
Tl/pnb;ﬁq + pay. Si on réduit modulo TV/P" la relation by f = Tl/”nka + pay, on obtient
b € (p,TYP") car f ® 1 n’est pas diviseur de 0 dans S/p ®F, B/T'/?". Montrons par
récurrence sur [ que by € (p, T P")R pour tout [ > 1. Cela montrera que b € pR, puis que
x € (fu, — Tl/pn). Supposons donc ’hypothese vérifiée au cran [ — 1. Réduisant modulo
(p, TV/P") la relation by f = TV/?" by 1 + pay, on obtient by f = 0 dans S/p ®r, B/(p, TPy
et, comme f n’est pas diviseur de 0 dans S/p®r, B/(p, T'/P") on obtient by, € (p, TVP")R.
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Comme le lemme est local sur Spf S, on peut supposer qu’il y a une application
Spf S — Spf Z,(Y1, ..., Yy) étale. On peut donc supposer que S/p est, vue comme S/p-
module via le Frobenius, un S/p-module libre de base Yfl...Ydid
Soit maintenant I'algebre R, ., = R(v,)/(fPv, — TV/P"). C'est aussi une Z,-algebre plate.
On a une application 7 : R] ; — Rpy1 donnée par v, — ub +1- Apres inversion de T,

avec 1 < 1p < p—1.

_p-1
cette application est un isomorphisme, d’inverse donné par u,41 — v, fP" T 71, On
p—1

en déduit que le morphisme 7 est injectif, de conoyau tué par T»"*'. On va maintenant

vérifier que le morphisme F : R, — R,11 se factorise en 7 o F’ pour un morphisme
n+171

F'" : R, — R, . Pour le voir, il suffit de le vérifier modulo 7" »"** car toutes les

N . . ntl_1 -1 . N
algebres en jeu sont sans T-torsion et ppT > 5n+1 . Comme T divise p, on se ramene a le

o) p 9 s . ] N / p
vérifier pour F© mod F175m s et clest alors évident. On vérifie de méme que F/ mod T

est I'application qui envoie u,, sur v, est qui est le Frobenius absolu sur S mod p. On

en déduit que R, ; mod 7 est fini et plate comme R,/ 7=-algebre, engendrée par

Yfl...Y;d, 1 < < p—1. La méme chose est vraie pour R}, ; vue comme R,-algebre. Il

en résulte que R), | = Ry (X1, ..., Xq)/(X] = Y1 — T Py ey XD —-Y;— 7oy Pa) pour des

polynoémes P; € R, (X1, ..., X4). On peut alors appliquer le lemme III. 2. 20 de [22] pour

d
en déduire que Trp(R], ;1) C 757w Ry Il en résulte alors que Trp(Ryt1) C g Rn-

6.3.2. Extraction de racines de 1. — Pour appliquer le lemme précédent, nous avons
besoin d’extraire des racines de T dans l'espace des poids. Pour tout & > 0, on note

WO = Spa(Z,[[TY?"]], Z,[[T*?*]))*. Si k = 0 on note indifféremment WO ~° ou W.
Pour k' < k, le morphisme évident Zp[[Tl/pk ] — Zp[[Tl/pk]] fournit des applications
Wor—" _ Wor™  On note W?’pik I'image inverse de W9 dans WOr~" On pose By -k =
0,p~*
HO(OW, P ,6’;\}
sur TV?" induit un isomorphisme B,y — B ,-&. Soit k > r + 1. On note X, ; ,—« le

—k
0 ) et Qﬁ(}’p = Spf By ,-+. On observe que le morphisme qui envoie T’

—k
produit fibré A7 1 X0 W?’p . On définit alors X, ; -+ comme le normalisé de X, ; dans
e

rlp=k
6.3.3. Description de X, 1 ,-x. — On a une chaine de morphismes affines

X,k — Xpg — X1 — X,

rI,p

Si Spf A est un ouvert affine de X, si le faisceau wg est trivial sur Spf A et si Ha € A est
un relevement de I'invariant de Hasse dans la trivialisation, la fibre au dessus de Spf A de
cette chaine de morphismes vaut (voir la remarque 3.1) :

. . T . T1/p"
A — A®ZPB] — A®ZPBI<F> — A®ZPBI7p7k<Ta
6.3.4. Application du lemme. — On a un carré cartésiens (la colonne de gauche est le

changement de base, de W? a W?p,k de la colonne de droite ) :

(63A) X'r’]”p*k Xr,]

N

Xr—l,l,p*k > Ar_11
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Celui-ci est la fibre analytique d’un diagramme commutatif :

X

rIp—k :{T,I

Pk

X, 1 1p —=Xro11

Il en résulte que le morphisme ¢ : X.; —» — X

morphisme d’algebres :

« est localement donné par un

7"7[7]) T_17[7p7

. T/P" . TP
A®ZPBLP—I<: <§> — A@ZPBLp—k; <?

qui modulo pT—/P" provient du morphisme de Frobenius absolu sur A.

Corollaire 6.1. — On a

1. Pour tout k > r +1, Try(Ox

T‘,I,p*k )

_3
Cpl » ﬁxT_lprik,

’ ___3
2. Pour toutk>r+1etr >r, Try (Ox, Ipik) C P ED Oy

T,I,p*k :

3. Pour tout v’ >r>1 (resp. r >2 sip=2), T1"¢rur(ﬁxr/ ;) C p’“/_TT_lﬁxM.
Démonstration. Les points 1 et 2 résultent immédiatement du lemme 6.1 appliqué pour
d = 1. Comme le diagramme 6.3.A est cartésien, on déduit de 2 que Tr ¢T/,T(ﬁxr, ;) C

P T
p' T P eD) ﬁ%”pfk N Ox,,[1/T]. Pour r > 1 (resp. r > 2), il suffit de voir que
__3 o
T 7e-D0x _ NOx ,[1/T) C T 0%, ,. Cest clair car X
r1,p T, T,

est integralement clos dans sa fibre analytique et m <1. ]

r1p—k est fini sur X, ; qui

Corollaire 6.2. — Pour tout r > 1, on a des traces de Tate :
Trr o (he)Ox,  [1/T] — Ox, ,[1/T]

telles que pour tout f € ﬁxw,l[l/T], f = 1lm,_o Tr, f. De plus, pour tout r > 1 (resp.
r>2sip=2),

Trr((hr)*ﬁfoo,I) C T_lﬁx

r,I,00°

Démonstration. Considérons ’application
1

F’I‘I’(y;,ﬂl : ﬁxw7[[1/T] — ﬁ%r,l [1/T]

Cette application envoie O, , dans T_lﬁx“. On obtient, en passant a la limite in-
ductive, une application Tr, : colim, 0% , [1/T] — Ox 1/T]. Cette application est

r,I,oc[
uniformément continue. On peut donc la prolonger par continuité en une application

Trr:ﬁ%w,l[l/T]Hﬁ%nl[l/T]- O

6.4. Le faisceau modulaire sur la tour anti-canonique. — Nous allons maintenant
pouvoir définir le faisceau des formes surconvergentes sur le perfectisé.

Lemme 6.2. — Le faisceau Ox_ ; est intégralement clos dans Ox_, [1/T].

oo,
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Démonstration. Soit Spf R un ouvert de X ;. Pour tout r suffisamment grand, Spf R
provient d’un ouvert Spf R, de X, 1. Soit f € R[1/T]. On suppose que f vérifie une relation
de dépendance intégrale sur R. Pour r suffisament grand, f = f, + h avec f, € R.[1/T]
et h € R. On peut donc supposer que f € R,[1/T]. Soit f* + f*la, 1+ ---+ap =0
une relation de dépendance avec a; € R. En appliquant Tr,» pour ' > r on obtient
4+ ' re(ap—1) + - + Tr(ag) = 0 et comme a; € R, pour 7 suffisamment grand
Try(a;) € RNT 'R,. Pour tout 7" > 7/, le morphisme R, — R, est fidelement plat,
donc R,/ /T — R,»/T est injectif et par conséquent R,»/T — R/T aussi. Il en résulte
que TTr.(a;) € TR, et donc Tr,v(a;) € R.. En conclusion, f, vérifie une relation de
dépendance sur R/, donc f. € R,.. ]

Lemme 6.3. — On a (ﬁj@n’xyl)z/pnz =0Ox, ;-

Démonstration. Soit Spf R un ouvert de X ;. Soit Spf R, son image inverse dans
JB,.001- Le morphisme R[1/T] — R,[1/T] est fini étale, donc (R,)%/?"% C R[1/T).
Comme R, est entier sur R, le lemme précédent permet de conclure. O

Proposition 6.3. — On a (O3 Ly — Ox ;-

oo,oo,[)

Spf A) pour n assez grand. Il en résulte que

Démonstration. Soit Spf R un ouvert affine de X ;. Soit z € (Ose
On a z = 2’ + Ta" avec o' € Ose, . ,(
2" € (Oze,. ., (Spf A))1TP"Zr. Pour tout n’ > n, on posséde, d’apres la proposition 6.1,
un élément ¢,y € OIB,, o 1(Spf A) tel que Trys,, /36, s (¢py) = T'. Par conséquent, la
cohomologie supérieure de (1 4 p"Z/p™' Z) agissant sur & I8, 00.1(Spf A) est annulée par
T (voir [24], sect. 3.2, coro. 1). Pour tout s, il existe n(s) > n tel que

2" mod T® € (ﬁj@n(s)yooJ/Ts)]ﬁH’an,

et donc, il existe ys € Ose, ., (Spf A) tel que ys mod T° = Tx". 1l en résulte que
ys converge vers un élement y quand s — oo et que Txz” = y. Il en résulte que z €
056, ..., (Spf A) et on conclut par le lemme précédent. O

On définit alors le faisceau mI;eTf comme le sous-faisceau de Oxg des sections qui

00,00,1

se transforment selon le caractere k= pour I'action du groupe Ly

Proposition 6.4. — Le faisceau m?erf est un faisceau localement libre de rang 1.

Démonstration. Soit Spf A un ouvert affine de X, ;. On suppose que Hdg; est principal
sur Spf A, engendré par un élément Ha;. Gréce & la proposition 6.1, on peut trouver une
suite d’éléments c,, € ﬁaflﬁggnmyl (A) tels que Tryg(cy) = cp—1, 1 = p%l, co=1.

Posons alors by = 1 et pour tout n > 1, b, = ZUE(Z/an)X k(0)o.cp, OU & est un
relevement de o dans Z). D’apres le lemme 2.3, on a x(1 + p"Z,) C 1+ T"Oqy, (resp.
1+ T 10y, sip=2) et x(Z/qZ*) = 1. Un autre choix de reléevement ¢’ donnerait un
élément b, et : -

fb;ﬁb—bneﬁ O5e (A)sip£2etn>2,

a1 n,00,l
Y —by € Tg; O3, .. ,(A)sip=2et n>2
- b — bll e TA.

On vérifie comme dans la démonstration du théoreme 4.1 que :
— by —bp_1 € (T”_lﬁafl)ﬁjg (A)sin>2et p#2,
by — by € (T"2Hay )0se, _ ,(A)sin>3et p=2,
-b—1¢€ TA,

n,00,l

n,oo,[(
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~ by—1€THa; O, ,(A).
T

La suite b,, converge donc vers un élément by, € Oys_ __ ,(A) et b = 1 mod .- est un
199 1

élément inversible de Oy _ ;(A). 1l résulte alors de la proposition 6.3 que "’/ (A) =
boo-A. O
Proposition 6.5. — Soit J C I un sous-intervalle et i51 : Xoo,j — Xoo,1 le morphisme

naturel. On a la compatibilité au changement de base :

. perf . perf

iy oy =l
Démonstration. Analogue a la démonstration de la proposition 5.2. O
6.5. Comparaison avec le faisceau tv;. — Dans ce numéro, I = [pk, pk/] avec k, k' €

Z>p. On suppose k +7r > k' +1 (resp. k+r > k' +3sip=2)etr > 1 (resp. r > 2
si p = 2). Sur X, ;, on possede, d’apres le théoreme 5.1, un faisceau tv;. Le but de cette
section est de démontrer que son image inverse sur la tour anti-canonique est le faisceau
o2’

Au dessus de X, 1, on a une chaine d’isogénies
Fr
RS E’"‘ —_ ""71 —_— e e .

ou E, est le schéma semi-abélien qui provient de X, ;. On note C,,, — E,[p"] le schéma
en groupes Ker(FBrn : E, — E,4y). Clairement, C),, = H,(E,4)P. Lisogénie F, : E, —
E,_y induit un morphisme C,,, — Cp,—1 qui est un isomorphisme génériquement. Au
dessus de J®,, 7, on posseéde un morphisme universel Z/p"Z — H,(E,)” pour tout
r > n — k. De plus, 'application C,, — E.[p"]/Hn(E,) ~ H,(E,)" est clairement un
isomorphisme générique. En composant, on possede donc une application Z/p"Z — C,, ,
pour tout r > n — k. En utilisant les morphismes C), , — Cy, ,—1 on en déduit 'existence
de morphismes Z/p"Z — C,,, pour tout n et r qui sont des isomorphismes génériques. En
passant a la limite projective, on obtient un morphisme 7, — lim,, Cy, . Soit HT“" I'image
de 1 € lim,, C,, , par l'application de Hodge-Tate lim,, E,[p"| — wg, . Par définition, HT*"
fournit une application Z;-équivariante :

quoo,oo,I - Sn,r,[
qui s’insert dans le diagramme commutatif :
quoo,oo,l - Sn,r,[

_—

jﬁn,oo,[ e 3671,7’,[

-

h
xoo,[ - %7‘,1

Proposition 6.6. — On dispose d’un isomorphisme canonique m’;erf ~ (hy)*ro; .

Démonstration. On posséde clairement une application injective : (h,)*to; — mZ;eTf . De

plus, m?erf ® (hr)*ml_1 C (ﬁjgmyw’I)Z; = Ox,., d’apres la proposition 6.3. O

Corollaire 6.3. — On dispose d’une trace de Tate Tr, : (hr)*m]}'erf — to;. Cette trace
est fonctorielle en 'intervalle 1.
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6.6. Descente. — Dans cette section, fixons I = [p,00|. Nous allons montrer que le
faisceau mljerf descend sur X, pour r > 3 (resp. r > 5 si p = 2).

Le théoreme 1.6 de [19] affirme que dans un espace rigide normal sur un corps,
une fonction bornée sur un ouvert dense de Zariski se prolonge a tout I’espace. Il serait
intéressant de savoir si cet énoncé reste valable pour un espace adique analytique. Le
lemme suivant le montre dans un cas tres particulier.

Lemme 6.4. — On a un isomorphisme de faisceaur sur X, :
Ox. , = lim % .
T S S R
Démonstration. D’apres [19], thm. 1.6, on a Ox ) = limprspi1skses1 Ox e
PP - o ™ [p%,p

On se ramene donc a vérifier que Oy, ; = Ng>o ﬁxﬂ[p’pk’]. Il suffit de le vérifier sur une base
d’ouverts de X, 7. Soit Spf A un ouvert affine de X. On suppose que wg est trivial sur
Spf A. La fibre dans X, de Spt A vaut Spf B = A[[T1](u, w)/(wHa?  —T,TPu—p) on Ha
est un relevement de 'invariant de Hasse identifié & un scalaire (voir la remarque 3.1). La
fibre dans X,.j, ) vaut Spf By, avec By, = B(vg)/(uvg — Tpk_p). L’application By, — By
envoie Vg1 Sur Tpk+l_pkvk. Soit I, = (w}fapwrl — T, TPy — p,uvy — Tpk_p) le noyau de la
surjection A[[T]]{u,w,vg) — Bj. Les suites exactes 0 — I, — A[[T]](u, w,vg) — Br — 0
forment un systeme projectif ou les applications de transition sont celles qui envoient vy
sur TP P vg. En réduisant modulo 7™, on obtient un systéme projectif 0 — Ij,/T" —
Al[T{u, w,vg) /T™ — By /T™ — 0 de suites exactes qui satisfait la condition de Mittag-
Leffler. Il en résulte que limy, By /T™ = B/T™. Puis, en passant a la limite sur n, on obtient
lim,, limy By /T™ = B. Comme lim,, limy By /T™ = limy, lim,, B, /T™ = limy, By, on concliit.
O

Lemme 6.5. — On a un isomorphisme de faisceaur sur Xoo 1 :
% = lim o .
Rooul = Sk Koo lpk k]

Démonstration. Soit (fj ) € limgri>w>k>1 Ox . En appliquant la trace de Tate

[p* .ok’
(voir la proposition 6.2) on obtient, pour tout 7 > 1, un élément (Trr(fk,k/)) € limpyi>p>E>1 T_lﬁ}:T et
D’apres le lemme précédent, cet élément est représenté par un élément f, € T~ Ox, ;- Pour
r assez grand, Tr,(f1,1) € Ox. ) (c’est a dire qu’il n’y a pas de pole en T'). Ceci entraine fa-
cilement que f, € Ox, ;. De méme, on vérifie sans probleme que T'0% N Ox,, =T0x%,,.
La convergence de Tr,.(f; /) vers fy j entraine donc la convergence de f, vers un élément
[ € Ox, ;. Comme la restriction de f a ﬁxm,[pk’pk,] vaut fr, f représente 1I’élément

(frrr)- O

Lemme 6.6. — Soitr =3 sip#2etr=>5sip=2. Soitk > 1. Supposonsr <n < k+r.
On a
p"=p
k(1+p"1Z,) — 1 C Hdg," ' T?0x

7,[pF,00] *

Démonstration. Soit Spf A un ouvert de X, x o sur lequel Hdg, = (Ha,). On a (1 +
p"1Z,) — 1 C (pT, TP" %) (resp. (pT, T*" ") pour p = 2). On a alors dans A les formules

n—2
D _k T k—1 k_ . k—1 TP T
~ p'r+k = pT P ( ~ p'r+1 )p Tp P et ~ mn+1 = ( ~ pr+l

Ha, Ha, Ha Hal

)pn—ern—Zipn—r

T
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Le lemme en résulte car p¥ — p*~1 +1 > 2 pour tout k& > 1, p"~2 — p»=3 > 2 pour tout
n>3sipA2etpt 3 —p" P >2sip=2etn>b5. O

Nous sommes maintenant préparés pour démontrer la descente.

Théoréme 6.4. — Le faisceau m?erf descend en un faisceau inversible oy sur X, 1 avec
r>3stp>3etr>>5sip=2 Précisément, wy est 'unique sous-faisceau cohérent de
Ox, ,-modules de m‘?erf tel que, pour tout intervalle J C I, si on note iy : X, 5 — Xp 1

Papplication évidente, alors on a un isomorphisme canonique i’ ;yo; = 1y induit par
” : o perf _perf
l’isomorphisme iy oy =y

Démonstration. On pose to; = limy 4 1>1>k>1 Wk k'] C’est un faisceau de O, ;-modules.
Nous allons commencer par démontrer que c’est un faisceau inversible qui descend le fais-
ceau m’}erf . La définition de to; est motivée par le numéro 5.1.3. Il suffit de démontrer le
théoreme lorsque r est le plus petit possible. Nous supposons donc que » = 5 si p = 2
et r = 3 si p > 3. Commencons par fixer un ouvert Spf A de X sur lequel le faisceau
wg est trivial. Soit Spf B I'image inverse de cet ouvert dans X, ;. Comme wg est trivial,
Hdg, est trivial, engendré par un élément Ha,. Soit co = 1 € 056, (Spf B), c1 = Iﬁ €
Oss,,,(Spf B), cn € I{ar_%ﬁggm,l (Spf B), pour n < r et ¢, € ﬁa;prﬁqunm’l(Spf B)
pour n > r + 1 des éléments tels que Tryg(c,) = ¢,—1 (ces élements existent d’apres le
corollaire 3.1 et la proposition 6.1). On pose by =, ¢(7/mz)x £(F)0.Cp, OU G est un re-

levement de o dans Z;. On a b, — bp—1 € T”fll—far_pT (resp. T”*2H~ar_pr si p = 2). Soit
boo € Urs (Spf B) la limite des b,. Comme dans la démonstration de la proposition

00,00,1

6.4, on voit que boo = 1 mod THa © . Cest donc un générateur du faisceau mzlmf sur

Spf B. On observe également que by, — b, = 1 mod TTI-faT_ » et donc by — b, = 1
mod T2
Soit J = [pF, p**1] avec k > 1. Considérons le diagramme commutatif :

j600,00,[ <~ j@oo,oo,J - 3k+r,r,]

i i |

j®k+r,oo,[ <~ j®k+r,oo,] E——— j®k+r,r,J

i | |

hr
xoo,[ xoo,J xr,J

Soit Spf C l'image inverse de Spf B dans X, ;. Soit s € Oz, . (Spf C) une section

pk+r

telle que .5 = x~'(0)s pour tout o € (1 + p**"Hdg, ' G,) et s = 1 mod ¢ (voir le

~ P =P
lemme 5.3). Pour tout 0 <n < r 4k, soit ¢, € Ha, »' Oy, ,(Spf C) des éléments tels
que Trye(c,) = ¢,y et ¢, = ¢ sin < 7. On note alors f =3 (7 phergyx £(0)0.Cl 8.

~ r+1
C’est un générateur de tw; sur Spf C, d’apres le lemme 5.4. Comme Tr* | p et Haf | T
dans C| il en résulte que

~ —prtk ~ —prti — —
pHa, " = (pT#")(THa, " P "
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~ —prt
Comme f =3 g/ pptrz)x £(G)0.C ) mod qHa, "

mod 772. Montrons maintenant par récurrence descendante sur r < n < r + k que
~ 2
= ve@mzyx £(@)o.c,, mod T=.

> k(B)ad, = DR Ca X > K(6)o.c)))

c€(Z/p"7)* Te(Z/p—1Z)* oce(1+p"—1Z/pnZ)
= > k(AR (h + > (k(5) — 1)a.c))
TE(Z/pn—1Z)* oe(1+pn~1Z/p"Z)

D’aprés le lemme 6.6, (k(5) — 1)o.¢, =0 mod T?2. On concliit donc la récurrence.
Vérifions & présent que f = by, mod T2 vues comme des sections de @y (Spf C).

00,00,J

On a alors dans Oye,, . ,(Spf C) mod T2 :
fo= Z K(6)0.Cry
o€(Z/prtrL)*
= Z k(G)o.cr
o€L/p"Z
— b
— by

On a donc by = (1 4 T?u)f pour une fonction u € Ox_ ,(Spf C). Il en résulte que
Tr,(bso) = f(1+T?Tr,(u)). Comme Tr,.(u) € T~1C d’apres la proposition 6.2, il en résulte
que Tr,(bso) est un générateur de to; sur Spf C. Comme la construction de Tr,(bso) est
fonctorielle en J, on obtient que to;(Spf B) = Try(boo) imp 41>/ >k>1 ﬁxr ] (Spf B) =

Tr,(bso).B d’apres le lemme 6.4. Ceci démontre que le faisceau to; est un faisceau inversible
de O%, ;-modules et que pour tout intervalle J C I, z} o7 = toy. D’autre part, le lemme
per f

[p* ']
faisceau t; descend bien le faisceau mz;erf . Démontrons maintenant 'unicité. Soit w’ C
mz])e’/‘f

6.5 entraine que limyg1>p/>5>1 10 — "/ Ceci entraine alors que bt = w7 Le

un faisceau cohérent de O, ,-modules ayant les propriétés du théoremes. Il est clair

que linclusion w'; C mljerf se factorise & travers w’, — to;. Cette application induit pour

tout k+1 > k' > k > 1 un isomorphisme w}; @ Ox ey R Ox k] et on conliit
™ (Pp"V,P \PY,P

par le lemme 6.4. ]

Remarque 6.2. — La démonstration montre plus précisément que le faisceau to; est

trivial sur 'image inverse de tout ouvert affine de X au dessus duquel le faisceau wg est
trivial.

Proposition 6.7. — On a un opérateur de Frobenius :

10 00] = P o)

0wt Xy [poo] — Xrjpoc] €St le morphisme d’inclusion et ¢ : X1 1 [p o] — X [p,oo] €8T le
Frobenius.

Démonstration. Le faisceau oy est canoniquement déterminé a partir des faisceaux m?erf
et wy pour J C [p,oo[. I hérite donc des fonctorialités de ces derniers. ]

k
, on obtient donc que f = 37 ¢z /ph+rzyx £(5)0.C
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6.7. Comparaison avec le faisceau w(.,;. — Dans la section précédente, nous avons
construit un faisceau to; sur U'intervalle I = [p, oo]. Nous allons maintenant vérifier que sa
fibre en l'infini est bien le faisceau .} du numéro 4.4.1.

Proposition 6.8. — Pour tout entier ko > 1, linclusion naturelle de 10 k0 0] dans

. ko _nko—1_ .
O3 se factorise modulo TP °~P° " ~1 en un morphisme

00,00,[pF0 ,00]

ko _pko—1_ 1
1o % TP P .
[pko ,09] jQSr-JrkO,r,[pkO ’oo]/

La restriction de wy a X, [0} est un sous-faisceau de Ozg__ {00y QUL s’identifie canonique-
ment 4 100y

Démonstration. Fixons un entier ky. Soit Spf B un ouvert affine de %r7[pko’oo]. On suppose

Hdg trivial sur Spf B, engendré par un élément Ha. Fixons des éléments ¢y = 1 et, pour 1 <
_p"—p

n<ky+r c, € Ha 71 Oy ](Spf B) tels que Trye(c,) = ¢p—1. Complétons cette

n,7,[pk0 00
r+kq

suite en choisissant, pour n > r + kg + 1, des éléments ¢, € Ha * ﬁ;;@n 0 o] (Spf B)

vérifiant Trye(cn) = cn—1. On pose by = 3¢ (7 /pnz)x £(5)0.Cn, O G est un relevement de

o dans Z,;. La suite b, converge dans 03¢ vers un générateur by, du faisceau

oo,oo,[pko,oo]
m};erf (d’apres la démonstration de la proposition 6.4). On vérifie que pour tout n > r+ kg,
bn+1 = b, mod U O™ effet, en raisonnant comme dans la démonstration du
théoreme 4.1, on voit que

- T+kq

bps1 =by  mod (k(1+p TH) —1)Ha ©

_ ~ _or+k
or on observe que (r(1 4 p'th0) — 1)) c (TP") et TP € (Ha ” 0). 11 en résulte que

k ko—1
boo = by, mod TPO~PO

Fixons & présent un intervalle [p*, pF+1]

avec k > kg. Soit Spf C l'image inverse de
. _p"'=p
Spf B dans X, 5 ,s+1). Fixons des élements ¢, € Ha 7' O5¢

k] (Spf C) pour r +

ko+1 < n < r+k vérifiant Trye(c;,) = ¢,y pour n > r+ko+2 et Tryg(cl p 1) = Crikg- 11

existe alors un générateur f du faisceau to; sur Spf C tel que f = ZUE(Z/pr+kZ)X K(G)o.cl .y,
k

r+k

d’aprés le lemme 5.4. Dans C, T | p et Ha * | TP*™". Ceci entraine

que f =3 cz/prriz)x k(F)o.c ) mod TP =P*~" En raisonnant comme au dessus on
Spf O)
ona f = bs = bryr, mod Trro—p*"" En appliquant la trace de Tate on obtient f =
Tr,(boo) = boo  mod TP _pk°71_1m$£7£k+1](8pf C). Comme cette relation est valable sur
les intervalles [p¥, p**1], elle entraine que Tr,(boo) = boe mod T p*o *pko_lflml[;j,:oli o] (Spf B)

par une variante évidente du lemme 6.5. Il en résulte que Tr, (bso) = byy, mod rro—ptoTi-1 056

ko _oko—1_ .
L JTPOTP L qui
r+kg,m,[p"0,00]

sur Spf B envoie Tr,(bs) sur by4x,. Ce morphisme factorise canoniquement le morphisme

mod pH~a7p

k ko—1
3 J— D 0—p 0 ’
obtient alors f = b,4x, mod T . Par conséquent, dans ﬁj@wm’[pkypk +1](

(:

50,00,[p"0 ,00]

On peut donc définir un morphisme (k0 o] — Or

W ko 0o] — O3 ] /T p*0—p*0~ —1 Fy comparant la définition de br+k, €t la construc-

00,[pF0,00
tion du faisceau rog,.y (voir le théoréme 4.1), on obtient que la restriction de r; a X, 1oy
vaut 1ry.

O
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6.8. La partie finie du caractére. — Rappelons que 2; = Spf B;[(Z/qZ)*] et que
My = X1 Oguo W (voir 3.3 pour les notations). Soit x/ : (Z/qZ)* — Bi[(Z/qZ)*] le
caractére universel. Soit h : J&; ;. 1 X 10 207 — 9, le morphisme structural ot ¢ = 1 si

o X 2W;[(k7)71]. C'est un faisceau

cohérent de fibre analytique inversible car le morphisme h est fini étale en fibre analytique.
Sur 9, 1 on peut considérer le faisceau 1®m{ . Sa fibre analytique sur M, 1 est le faisceau
wy.

p#2eti=2sip=2 On note alors m}c = h,O33

6.9. Construction de la courbe de Hecke adique. — Dans ce numéro, nous dé-
montrons le théoreme 6.3.

6.9.1. Projectivité. — Dans cette sous-partie nous posons I = [p, co]. Fixons r > 3 (resp.
r > 5sip=2).Soit M = HY(M,. 1, w¥). Pour alléger les notations, posons By = Bj[Z/qZ*]
et B = By[1/T].

Proposition 6.9. — Le B-module de Banach M est projectif.

Démonstration. Fixons un recouvrement affine fini U;Spf A; de la courbe modulaire X
sur Spf Z,p, tel que sur chaque ouvert Spf A;, le faisceau wg est trivial. Soit V; I'image
inverse de Spf A; dans M, ;. Notons que U;V; est un recouvrement affinoide de I’affinoide
M, 1. D’apres [14], thm. 2.2, on a une suite exacte longue

0 — M — &H (Vi wf) — @i H'(V; N Vj,0f) -

et on est donc ramené a montrer la projectivité de HO(V,w?) out V est I'intersection de
certains ouverts V; (corollaire B.2). Soit Spf A une intersection de certains Spf A; et soit
Spf C I'image inverse de Spf A dans X,. ;. Alors par la remarque 6.2, le faisceau w;(Spf C)
est trivial. Vérifions que Spf C est la complétion d’un Br-module libre. Par construction,

Br = Z,[[T){u)/(TPu —p) et C =~ A[[T]|{u,v)/(T?u —p,ﬁaprﬂv -T)

- r+1
Tl en résulte que By /T By = Fplu] et C/TC = (A/p)[v,u]/(Ha" o T). Soit (ej)jes
1

une base algébrique du F-espace vectoriel (A/p)[v]/(Ha’ T T). Un relevement arbi-
traire de cette base dans C fournit une base topologique de C' comme Bj-module.

Soit Spf D I'image inverse de Spf C' dans la tour d’Igusa partielle J&; ;. ; avec ¢ = 1 si
p#2eti=2sip=2. Alors D[1/T] est une algebre fini étale sur C[1/T] et en particulier,
D[1/T] est un Bj[1/T] module de Banach projectif. Par conséquent, D[(Z/qZ)*|[1/T]
est un B-module projectif. Soit x/ : (Z/qZ)* — B* le caractére tautologique. Soit
D[(Z/qZ)*][1/T)[(xF) 7] le facteur direct de D[(Z/qZ)*][1/T] des éléments qui se trans-
forment via x/ pour I'action de (Z/qZ)*. C’est donc un B-module projectif. Par définition,
ce B-module est HO(V, w¥). O

6.9.2. La courbe de Hecke. — Soit f, : M, 9o — VW le morphisme structural. Soit
Q= ( fr)*wfg o] le faisceau des des formes r-surconvergentes paramétrées par W.

Lemme 6.7. — Pour tout ouvert affine Wy C W, Q,(Wy) est un Oy, -module projectif.

Démonstration. Sur un ouvert de I'espace Wiy o[, c’est démontré dans [21], sect. 5.2.

Pour un ouvert inclus dans Wy, .}, cela résulte de la proposition 6.9. O

On définit sur 2, une action de I'opérateur U, par la regle suivante (pour tout inter-
valle I C [0, 00]) :

i pilTr
Up : HO(My.1,0f) = HO (Mg 1, i%wf) = HO (Mg, ¢*wf) - — ° HO(M, 1, 0f).
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Cette opérateur est compact. On peut donc définir la série caractéristique P de U,
agissant sur .. Cette série caractéristique est & coefficient dans H*(W, yy) = A.

Remarque 6.3. — On retrouve la le coro. 12.1 de [7] par une autre maniére.

De plus, la formation de P commute au changement de base sur W. En particulier,
si {Fx} < W est un point du bord, alors P|z ) est la série caractéristique de U, agissant
sur M,—IX.

L’action de I'algebre de Hecke H de niveau premier a p se définit comme dans le cas

usuel. En appliquant la construction B.3, on obtient une variété spectrale Z — WV et une
courbe de Hecke &€ — Z — W.

Annexe A
Théorie du sous-groupe canonique

La théorie du sous-groupe canonique a été considérée par de nombreux auteurs. Le
point de vue adopté est cependant toujours p-adique. Nous reformulons ici la théorie au
niveau de généralité dont nous avons besoin, c’est a dire sans supposer que la topologie
est p-adique. Nous allons reprendre la méthode expliquée dans [22], sect. I11.2, qui repose
sur la théorie du complexe cotangent d’Illusie.

A.1. Invariant de Hasse et idéal de Hodge. — Si H — Spec R est un schéma en
groupes, on note £/ son complexe de co-Lie et wy = HO(¢ m/Rr) son faisceau conormal
([20]). Supposons que R est un anneau de caractéristique p. Soit G un groupe de Barsotti-
Tate tronqué sur R. On note F' et V les morphismes de Frobenius et Verschiebung. Le
complexe de co-Lie de KerV est représenté par :

HW(G)
we — waw]

ou HW(QG) s’appelle la matrice de Hasse-Witt. Soit d la dimension de G. Le déterminant
de la matrice de Hasse-Witt est I'invariant de Hasse Ha(G) € (Adwg)®P~L.

Supposons que R est un anneau p-adiquement complet. On note Hdg(G) et on appelle
idéal de Hodge de G I'image inverse dans R de I'idéal Ha(G)(A%g)®(=P) ¢ R/p.

Lemme A.1. — L’idéal Hdg(G) est localement pour la topologie de Zariski engendré par
deux éléments. Supposons que p € Hdg(G)?. Alors Hdg(G) est un idéal inversible.

Démonstration. Quitte a remplacer Spec R par un ouvert de Zariski, on peut supposer
que l'idéal Ha(G)(A%g)®(~P) € R/p est principal. Notons Ha un relevement dans R d'un
générateur. L’idéal de Hodge vaut alors (p, Ha). Si p € Hdg(G)?2, alors p = Hau + p?v pour
u,v € R, et donc p(1 —pv) = Hau. Comme 1 — puv est inversible, Hdg(G) est engendré par
Ha. O

A.2. Construction du sous-groupe canonique. — Soit Ay un anneau integre et
a € Ap un élément non nul. On équipe Ag de la topologie a-adique et on suppose que Ag
est a-adiquement complet. On suppose aussi qu'on a un morphisme 7Z, — Ap continue.
Dans la théorie classique, on prend Ay = Z, et @ = p, mais ici nous considérons une
situation plus général. On peut par exemple prendre Ag = F,[[T]] et o =T.

Proposition A.1. — Soit R une Ag-algébre a-adiquement compleéte et sans Ag-torsion.
Soit G — Spec R un groupe fini et localement libre. Soit C1 C G1 = Glgpec gyp Un S0OUS-
groupe fini localement libre. Soit Ly = G1/C1. On suppose qu’il existe un élément A € Ay
tel que p = N>u avec u topologiquement nilpotent et la multiplication par X est homotope
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a 0 sur le compleze de co-Lie £y, /r/pr- Alors il existe un sous-groupe fini et plat C C G
tel que C‘Spcc R/ZR = Cl|Spec R/ZR-

Démonstration. Introduisons les anneaux B; = R/p?A\"'Ret By = {(x,y) € R/p*A\"2Rx
R/pR,x =y € R/pA~'R}. On a des augmentations B; — R/pR et By — R/pR de noyau
Ji et Jo isomorphes & R/pA~!. On a une application diagonale By — By qui induit la
multiplication par A de J; vers Jy. En appliquant le thm. 3.2.1 (comme dans le coro. 3.2.2)
de [22], on peut relever Ci[gyec R/ » g en un groupe localement libre Cy — G |Spec R/p2A—2R-
Supposons par récurrence qu’on a construit Cp, — Glgpec r/pna-—nr qui releve Cilgpee g /2R
Soit Ly, le conoyau du morphisme Cy, — Glgpec g/pra-»g- La multiplication par A dans le
complexe de co-Lie {1, /g/,n\-np est homotope & 0 modulo 2. On a donc, dans I’anneau
des endomorphismes de {7, /r/pny-» une homothopie A ~ 2v pour un endomorphisme v.
Il en résulte que A(1 — uv) ~ 0, mais 1 — uv est inversible car u est topologiquement
nilpotent. Il en résulte que la multiplication par A est homotope a 0. Considérons alors
les anneaux B} = R/p"H'A""R et B, = {(z,y) € R/p" ' RA"" x R/p"A\ "R,z =y €
R/p"A~""!R}. On a des augmentations B] — R/p"A~" et B, — R/p"A™" de noyau J;
et J4 isomorphes & R/p. On a une application diagonale Bf — B} qui induit la multipli-
cation par A de Jy vers Jo. En raisonnant comme au-dessus on construit un relevement
Cn+1 = Glspec Rjprtia-n-1gr de Cplgpecr/pnr—n+1r €t donc de Cigpec /- Comme R est
g—adiquement complet, on peut conclure.

O

Lemme A.2. — Soit R une Ag-algébre a-adiquement compléte et sans Ag-torsion. Soit
X — Spec R un schéma tel que Qﬁ(/R est annulé par la multiplication par X € Ag. Soit

a € Ag tel que a®> € AR, et 51,59 : Spec R/aQR — X deux sections telles que s1 = sg
mod a. Alors s = s9 mod a?\~ 1.

Démonstration. Posons s = s; mod a. L’ensemble des relevements de s en des sections
modulo a? est un espace principal homogene sous Homx (23 R R/a) (o R/a = a/a’R
est vu comme un Ox-module au moyen de la section s). De méme, ’ensemble des releve-
ments modulo a?A~! de s est un espace principal homogene sous HomX(Qﬁ(/R, R/a\™1).

L’application HomX(QﬁqR, R/a) — HomX(Q}(/R, R/aA~1) correspond & la restriction des
sections de R/a® & R/a?\~!, et elle est nulle car A annule Qﬁ( IR Cela signifie que tous les

relevement & R/a? sont égaux dans R/a?A 7. O

Corollaire A.1. — Soit R une Ag-algébre a-adiquement compléte et sans Ag-torsion.

Soit G un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon n sur R. Soit A € Ag tel que

Nu = p avec u topologiquement nilpotent. Soit m < n. Supposons que A\ mod p €
m_q "

Ha(G) = (Awg)®A=P™) . Alors, G posséde un sous-groupe canonique fini localement libre

H,,, et les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Hy, reléve Ker F™ modulo %,
2. Pour toute R-algebre R, a-adiquement compléte et sans Ag-torsion,

H,(R)={scGp™(R), s mod pA\~' € KerF™},
™1

3. Soit L, = G[p™]/H,y,. Alors wy,,, est annulé par Hdg(Q) = , et on a des isomor-
m_1
phismes det wr,,, ~ det wg/Hdg(G) =

Remarque A.1. — La seconde propriété caractérise H,,.
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Démonstration. Quitte a faire une localisation de Zariski, on peut supposer que le fais-
ceau wg est trivial. Soit G = G R/p- Soit KerV™ le conoyau de l'inclusion KerF™ —
G1[p™]. Le complexe de co-Lie de KerV™ vaut :

HW(G) p-T
we,  —  wiem]
1
m_1
Comme Ha(G) T divise A, la multiplication par A est homotope & 0. On peut donc
appliquer la proposition A.1. Ceci démontre l'existence de H,,. Soit L,, le conoyau du
morphisme H,, — G[p™]. Comme Lm se réduit sur KerV"™ modulo pA~1, on obtlent

m

que wr,,, est annulé par Hdg(G) E=y modulo pA~t. Il en résulte que Hdg(G) T wr,, C

-1
Hdg(G) T uw L,, et le lemme de Nakayama entraine que wy, est annulé par Hdg(G) b=
et donc aussi par A.

On a une surjection det wg — det wr, . qui induit un isomorphisme

m*

det we/(Hdg(Q) 71 ,pA~Y) — det wr, .
Comme pA\~! € Hdg(G)pPi—11 on obtient I'isomorphisme det wy, ~ det wg/Hdg(G)%.
Démontrons la formule H,,(R') = {s € G[p™](R’), s mod pA~! € KerF™}. Il résulte
du lemme A.2 que si s € L,,(R') et la section identité modulo pA~!, elle est la section
identité modulo p2)\ 3=1p Ju. En répétant I'argument, on en déduit que c’est la section
identité modulo 2 Su" pour tout r et donc la section identité.
O

Remarque A.2. — Si R est une Fp-algebre la théorie est bien stre triviale, G possede
toujours un sous-groupe canonique d’ordre n : le noyau de F™. On le retrouve en appliquant
la proposition avec A = 0 et u = 0.

Corollaire A.2. — Soit R une Ay-algebre a-adiquement compléte et sans Ag-torsion.
Soit k € Z>o. Soit G un groupe de Barsotti-Tate sur R, de dimension d et hauteur h. Soit

pm+1

m € N>q. Supposons que p € Hdg(G)

1. G posséde un sous-groupe canonique H, d’échelon n pour tout n < m, et on a
H,CH, sin<n.

2. H, est localement libre de rang p™? et il reléve le groupe Ker F™ modulo pHdg(G)_%.
3. Soit G' = G/H,,. Alors Hdg(G') = Hdg(G)?", G’ posséde un sous-groupe canonique

H], _,., d’échelon m —n, et on a une suite exacte :

0—H,— H, —H, , —0.

n

n_1
4. Le faisceau conormal wgppn)/ m,, €st annulé par Hdg(G)ppf1 etdet wapn)/m, =~ det cu(;[pn]/Hdg(G)ppf1
5. Soi GP le dual de G. Alors Hdg(G) = Hdg(GP). Pour tout n < m, Uaccouplement
G[p"] x G[p"|P — ppn induit une identification H,(G) ~ H,(GP)*

6. Supposons de plus que o € Hdg(G). Alors G[p™]/H, est étale sur Spec R[1/a],
localement isomorphe & (Z/p™Z)"—4

Remarque A.3. — Le caractere étale de G[p™|/ H,, n’est pas compleétement trivial puisque
p w'est pas forcément inversible dans R[1]. Il suffit de penser & la situation ot Ay = F,[[T7]],
a="T.
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Démonstration. Quitte a faire une localisation Zariski, on peut supposer que Hdg(G)

m —1 2 m71 .
est principal engendré par Ha. On pose A = Ha 7' | u = pHa ~ 7~! . On vérifie que u est
topologiquement nilpotent car p™+! > 22— :11.
L’existence de H,, pour n < m, l'inclusion H,, C H,, et la propriété de relevement du

noyau de Frobenius résultent du corollaire A.1.

!

~ _p =1
Si G’ = G/H,, on a G’ = G*") modulo pHa ?~' et on a donc 1’égalité des idéaux :

p—1 p"—1

(Hdg(G"),pHa »' ) = (Hdg(G)"" ,pHa 71 )

Vérifions alors que Hdg(G’ ) est engendrée par Ha' . Soit z € Hdg(G') et uw € R

o on p"—1 _ _pttla _ _pttla
tels que z = Ha” + upHa 71 Alors z = Ha" ( +upHa 77! ). Or pHa ?7' est
topologiquement nilpotent, donc Ha” € Hdg(G') et c’est clairement un générateur. Il
en résulte que Hdg(G’) posséde un sous-groupe canonique d’échelon m — n. On a une
application évidente H,,, — H),_, d’apres la propriété 2 du corollaire A.1. En comparant
les ordres de H,,, H,, et H/_,., on obtient la suite exacte annoncée. Soit G le dual de
G. On a Hdg(G) = Hdg(GP) d’apres [12]. Considérons le groupe H,(G)+ ¢ GP[p"]. Le
point 2. du corollaire A.1 montre que H,(G)* C H,(GP). Comme ces deux groupes ont
méme rang, ils sont égaux. Vérifions le dernier point. Posons L,, = G[p™]/H,,. Comme
wr,,, est de a-torsion, il en résulte que L, est étale sur Spec R[é] La derniere propriété est
vérifiée sur une partie ouverte et fermé de Spec R[1]. Soit z un idéal de Spec R[1]. Nous
allons construire un morphisme R/x — Ok ou Ok est un anneau de valuation complet
pour une valuation de rang 1, tel que 'image de « est une pseudo-uniformisante. Soit z’
un idéal maximal de Spec R qui est une spécialisation de z. Remarquons que a € x. Soit
A un sous anneau de valuation de Frac(R, /x) qui domine R, /x. Cela nous fournit une
valuation v sur R[1]. D’aprés [15], prop. 2.6 (appliquée & I = R%) et thm. 3.1, il existe
une spécialisation v’ € Spa(R[%],R) de v, oit R est la normalisations de R dans R[1].
Le support dans Spec R[é] de v’ est une spécialisation de z. D’autre part, comme R[é]
est une algebre de Tate, v/ admet une générisation de rang 1. On a donc un morphisme
R — Og ou K est un corps valué complet pour une valuation de rang 1 et O est son
anneau d’entiers. Si K est un corps de caractéristique p, L,,|x = KerV™ et L,,|x est bien
localement isomorphe a (Z/ me)h*d. Sinon, K est un corps local d’inégale caractéristique,
la théorie classique (voir [12] par exemple), entraine que L., |k est localement isomorphe

(Z/p™Z)"=4. 1l en résulte que L,, est localement libre comme Z/p™Z-module en tout
point fermé de Spec R[1] et donc sur Spec R[1] tout entier. O

A.3. Sous-groupes canoniques et application de Hodge-Tate. — Dans [12], le
sous-groupe canonique est construit comme noyau de certaines applications de Hodge-Tate.
Faisons le lien avec cette approche.

Rappelons d’abord un résultat classique. Soit R une F,-algebre et G un groupe de
Barsotti-Tate d’échelon 1, de hauteur h et dimension d. On a alors une suite exacte de
schémas en groupes (voir par exemple [12], sect. 2.1.2.) :

F-HW(GP) (p)

0—>KerF—>GH—>ggD — ‘wep — 0

(p)
=GD
lement libres wgp et we;

sont les schémas en groupes vectoriels associés aux faisceaux loca-

(p )
GZ 4. De plus, HT de&gne I’application de Hodge-Tate

Ici, wap et w

. Ils sont localement pour la topologie de Zariski isomorphes a
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On se place a présent sous les hypotheses du corollaire A.1 : Ag est une Zp-algebre
integre, v € Ag \ {0}, Ap est a-adiquement complete et le morphisme structural Z, — Ay
est continu. On se donne R une Ap-algébre a-adiquement compléte et sans Ag-torsion
et G un groupe de Barsotti-Tate sur R d’échelon 1, de hauteur h et dimension d. Soit
A\ € Ag tel que A2u = p avec u topologiquement nilpotent. Supposons que A mod p €
Ha(G)(A%wg)®(1=P). Soit H; le sous-groupe canonique d’échelon 1.

Proposition A.2. — Pour tout R-algébre R', a-adiquement compléte et sans Ag-torsion,
on a une suite exacte :

0— H{(R) — Gpl(R) ™ wop @r R /pA 'R

Démonstration. On a un diagramme commutatif

G[p(R) wgp @ R /pHdg(G) 'R’

| |

Glpl(R'/pA™) wep ®p R /pA~ 'R/

Soit x € G[p](R'). Alors x € H1(R') si et seulement si 2 mod pA~! € KerF d’apres
le corollaire A.1. On vient de voir que z mod pA\~' € KerF si et seulement si HT(z)
mod pA\~! = 0. O

On suppose a présent que o = p, que R est normal et que p € Hdg(G)pQ. On suppose
de plus que G/H{(R) = (Z/pZ)"~?. On considere la puissance extérieure maximale de
I’application de Hodge-Tate :

det G/Hy(R) “" detwgp ©p R/pHAg(G) 'R = det w(gp,)p ©r R/pHdg(G) 'R

Soit P une base du Fp-espace vectoriel det G/H;(R). Soit I I'idéal de R/pHdg(G)™*
défini par :

det HT(P). det wgp ®@p R/pHdAg(G) 'R = I(det wep ®@p R/pHdAg(G) 'R).
On note HdgT(G) et on appelle idéal de Hodge-Tate de G I'image inverse de I dans R.

Proposition A.3. — L’idéal HAgT(G) est inversible et on a [’égalité des idéaux HAdgT(G)P~

Hdg(G).

Démonstration. Comme R est normal, on se ramene facilement au cas ou R est un anneau
de valuation complet pour une valuation de rang 1 et p est une pseudo-uniformisante. C’est
alors une conséquence de [12], prop. 7. O

Annexe B

Théorie spectrale

Nous étendons la théorie spectrale de Coleman afin de pouvoir I'appliquer au dessus
de 'espace des poids W. Le point nouveau essentiel est 1’existence de factorisations locales
des séries de Fredholm sur un espace adique général. Seul le cas des espaces rigides avait
été étudié auparavant. Fixons (A, AT) une Z,-algebre de Tate. Notons A9 C AT un anneau
de définition et fixons a € Ay tel que A = Ap[l/a] et (o) est un idéal de définition dans Ao.
Nous supposons de plus que Ag est noethérien, et donc (A, AT) est faisceautique d’apres
[14], thm. 2.5.
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B.1. Série de Fredholm et factorisation. — Dans ce numéro nous introduisons les
séries de Fredholm, leurs variétés spectrales et établissons leur factorisations locales.

Définition B.1. — Une série formelle F = " _,a,T" € A[[T]] est appelée série de
Fredholm si : -

1. a():l,

2. Pour tout r € Z, a,a™ — 0 quand n — oo.

Soit A! la droite affine sur Spa(A4, AT). C’ est la réunion croissante des boules affi-
noides {B,, = Spa(A(a™T), AT (a"T))}nen d’équation |a™T'| < 1. Plus généralement, pour
tout rationnel positif A = £, on note By I'ouvert affinoide de Al d’équation |T*| < |a™"|.
Soit F' un série de Fredholm. Pour tout n € N, on peut définir le fermé V(F'),, C B, ou
V(F), = Spa(C,,C;) avec C,, = A{a"T)/(F) et C;f est la normalisation de I'image de
A+ (a"T) dans C,,. La variété spectrale V(F) est le fermé de A! qui vaut la réunion des
V(F),. On a un morphisme structural w : V(F) — Spa(4, A"). La construction de la
variété spectrale commute au changement de base.

Rappelons quelques définitions tirées de [16], sect. 1.3, 1.4. et 1.5. Un morphisme
(C,Ct) — (B, BT) d’algebres affinoides est fini si B est fini sur C' et BT est la cloture
intégrale de C™ dans B. Il est fini et plat si B est de plus plat sur C. Un morphisme
f: X — Y d’espaces adiques est fini et plat si tout point y € Y possede un voisinage affine
U = Spa(C,C™) tel que f~Y(U) = Spa(B, B") est affine et (C,C*T) — (B, B") est un
morphisme fini et plat. Un morphisme localement de type fini d’espaces adiques analytiques
f X — Y est localement quasi-fini si ses fibres sont discrétes. Enfin, un morphisme
localement de type fini quasi-séparé d’espaces adiques analytiques est partiellement propre

si il vérifie le critere valuatif de propreté de [16], coro. 1.3.9 (voir aussi lem. 1.3.10).

Lemme B.1. — Supposons que A est un corps. 1l existe alors une suite strictement crois-
sante tendant vers Uinfini (\;) € QY telle que V(F)NBy, soit fini et plat sur Spa(A, AT).

Démonstration. Soit A 'anneau des éléments & puissance bornée dans A et A% I'idéal
des éléments topologiquement nilpotents. On a A% c A+t < A°. Soit |.| la norme de
rang 1 sur A correspondant & AY et v la valuation associée. On normalise v par v(a) =
1. Soit {s;}ien les pentes du polygone de Newton de F', sans multiplicité, rangées par
ordre strictement croissant. Soit n € N. Soit A\, = % un rationnel tel que s, < A\, <
sn+1. Rappelons que By, C A! est I'ouvert rationnel d’équation \O/Tm\ < 1. Nous allons
montrer que By NV(F) — S est fini. Quitte & faire une extension finie de A, ce qui est
loisible d’apres [16], lem. 1.4.9, on peut supposer qu’il existe 5 € A tel que v(8) = Ay.
On a alors By = Spa(A(BT), AT(BT)). Soit la factorisation de F' en F' = PU, ou P
est le polynéme de polygone de Newton de pentes strictement inférieures a A, et U est
la série de Fredholm de polygone de Newton de pentes strictement supérieures a \,.
Dans une cléture algébrique A de A, on a P(T) = [[(1 — a;T) avec v(a;) < Ap, donc
P(T) =1, 87 a; [1;(a; ' 8— BT). Posons Q(T) = [[(a; '3 —BT) € A(BT). Introdusions
aussi la variable S = 7. On a alors A(BT)/(F(T)) = A(BT)/(Q(T)) = A(S)/(Q(S)) et
(A(ﬁT)/F(T))+ = AT(S)/(Q(S)) et ces algebres sont finies sur A et A™ respectivement.

O

Théoréme B.1. — Le morphisme V(F) — Spa(A, AT) est localement quasi-fini, plat et
partiellement propre. Pour tout x € V(F) et w(xz) € Spa(A, A1), il existe un voisinage
U de x dans V(F) tel que {x} C U et un voisinage V de w(z) dans Spa(A, A) tel que
w(U) C V et le morphisme w|y : U — V est fini et plat.
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Démonstration. Le morphisme V (F) — Spa(A4, A1) est localement de type fini et quasi-
séparé par construction. D’autre part, il est localement quasi-fini et vérifie le critere valuatif
de propreté ([16], coro. 1.3.9) d’apres le lemme B.1. D’apres la proposition 1.5.6 de [16],
pour tout x € V(F) et w(z) € Spa(A, A1), il existe un voisinage U de x dans V (F') tel que
{z} C U et un voisinage V de w(x) dans Spa(A, A™) tel que le morphisme w|y : U — V est
fini. Par ailleurs, pour tout n, on voit comme dans [5], Part I, lem. 4.1, que le morphisme
V(F), — Spa(A, AT) est plat. D’autre part U < V(F'),|y pour n suffisamment grand et
comme U est propre sur V, U est ouvert et fermé dans V(F'),, donc c’est une union de
composantes connexes de V(F),. Par conséquent, le morphisme U — V est plat. ]

Corollaire B.1. — Soitx € V(F), U etV comme dans le théoréme. On suppose (il suffit
de rapetisser V) que U = Spa(C,CT), V = Spa(B, B"), et que U est de rang constant
d sur V. Alors la série de Fredholm F posséde une factorisation a coefficient dans B :
F=QS ot Q=14+bT+ - +0b,T% € B[T], bg € B*, S est une série de Fredholm a
coefficient dans B premiére a Q et C = B[T]|/Q(T).

Démonstration. Comme U est un fermé de V(F'),, pour n assez grand, on possede une
surjection B < o"T >— C. Soit L € B[T] le polynéme caractéristique de I'image T dans
C. Le composé B[T]/(L) — B < a"T > /(L) — C est un morphisme de B-modules de
type fini. La topologie de B induit sur ces modules une topologie canonique ([14], p. 524).
La topologie sur C est aussi la topologie quotient induite par la surjection B < o"T >— C
d’apres la proposition B.1. Le morphisme B[T|/(L) — C est donc d’image dense et comme
il est strict ([14], lem. 2.3), il est surjectif. En comparant les rangs, on déduit que ce
morphisme est un isomorphisme. On a une factorisation F' = LM dans B < ™1 > pour
tout n assez grand. Il en résulte que L(0) € B*. Posons alors Q(T) = L(0)~!L(T). On a
F = QS avec S = L(0)M. De plus @Q et S sont premiers entre eux car U est ouvert et
fermé dans V' (F),, pour tout n assez grand. O

B.2. Endomorphismes complétement continus d’un module de Banach. —

B.2.1. Algébres de Tate et algebres de Banach. — On rappelle que A est une algebre de
Tate, Ag C A un anneau de définition, et que a € Ay est une unité topologiquement
nilpotente. Nous supposons aussi que Ag est noethérien.

On peut munir A d’une norme |.| : A — R>g en posant |a| = inf,, qynqea, p". On vérifie
immédiatement les propriétés suivantes :

1. Pour tout a,b € A, |a + b| < sup{|al, |b|},
2. Pour tout a,b € A, |ab|] < |al|b],
3. Pour tout n € Z et a € A, |a"a| = p~"al,
4. Pour tout n € Z, |a] < p™" < a € a" Ay.
En particulier, la topologie induite par la norme sur A est sa topologie d’origine.

B.2.2. Modules de Banach. — On dit qu'un A-module topologique M est un module de
Banach si il posséde un sous- Ay module My tel que M = My[1/a] et My est («)-adiquement
complet et séparé. Si M est un A-module de Banach, alors on peut le munir d’une norme
|.| : M — R>¢ en posant : |m| = inf,, onpren, p". Cette norme nous redonne la topologie
de M. On note Ban(A) la catégorie qui a pour objets les A-modules de Banach et pour
morphismes les applications A-linéaires continues.

Le théoreme de 'application ouverte est valable dans ce contexte.

Proposition B.1. — Soit f : M — N wune application A-linéaire continue surjective
entre deuxr A-modules de Banach. Alors f est ouverte.
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Démonstration. Soit My (resp. Ny) un sous Ag module de M (resp. N) tel que My (resp.
Np) est a-adiquement complet et M = My[1/a] (resp. N = Ny[1/a]). D’apres le théoreme
de Baire, il existe n, o™ Ny C f(My). Soit v € ™ Ny. On peut donc trouver x; € My tel que
f(z1) — v € a®Ny. Posons vy = a™"(f(x1) — u) € a™Ny. On peut alors trouver x5 € My
tel que f(z2) — v € a®®Ny. En répétant, on construit ainsi une suite (xi)i>1 telle que
f(Zle =gy — v € a* U Ny. Posons donc = >25°, ali=Ung,. Alors f(x) = v et
donc o Ny C f(Mp). O

Rappelons également que d’apres [14], lem. 2.3, la catégorie des A-modules de type
fini est une sous-catégorie pleine de la catégorie Ban(A).

Proposition B.2. — Tout A-module de type fini M posséde une unique topologie qui en
fait un A-module de Banach. Tout morphisme f : M — N entre deux A-modules de type
fini est continue, f(M) est fermé dans N, et le morphisme induit M — f(M) est ouvert.

Exzemple 2. — Soit I un ensemble. On note c4(I) le A-module des fonctions f: I — A
qui vérifient lim;_,~ f(i) = 0. On I’équipe de la norme supremum | f| = sup;c; | f(7)|. Alors
ca(I) est un module de Banach. On notera e; € c4(I) la fonction caractéristique de i € I.
Les éléments (e;);c; forment une base topologique de c4([).

On dit qu'un A-module de Banach M est orthonormalisable si il existe un ensemble
I et un homéomorphisme : c4(I) — M. On vérifie facilement que tout module de Banach
est un quotient d’un module orthonormalisable. On dit qu'un A-module de Banach M
est projectif si ¢’est un facteur direct d’'un A-module orthonormalisable. Un A-module de
Banach est projectif si et seulement si il vérifie la propriété universelle suivante :

Tout diagramme de morphismes dans Ban(A) :

L—N—0

|

M
peut étre complété en un diagramme commutatif

L——N—0

N

M

On déduit alors facilement le corollaire suivant :

Corollaire B.2. — Soit 0 — My — My — --- — M, — 0 une suite exacte longue dans
Ban(A). Si My, ..., M,, sont projectifs, alors My est projectif.

B.2.3. Morphismes complétements continus. — Soit M, N € Ban(A). Soit Hom4 (M, N)
le A-module des endomorphismes continus. C’est naturellement un A-module de Banach
pour la convergence uniforme. Munissons par exemple M et N de deux normes |.|5s et |.|n.

Alors la topologie sur Hom 4 (M, IV) est celle induite par la norme | f| = sup,c s (0}
On dit qu'un élément f € Ban(A) est de rang fini si Im(f) est un sous A-module de type
fini de N. On dit qu’un élément f € Ban(A) est completement continu si il est dans
I’adhérence des opérateurs de rang fini.

Supposons que M = c4(I) et N = ca(J) sont deux modules orthonormalisables.
Soit f € Homs (M, N). On note Mat(f) = (aij)@jjerxs la matrice de f dans les bases
topologiques canoniques (e;)ier et (€})jes de ca(l) et ca(J). Concretement, on a f(e;) =
> jed aj;e;. La proposition suivante se démontre exactement comme [5], prop. 2.4 :
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Proposition B.3. — L’opérateur f est complétement continu si et seulement si les co-
lonnes de Mat(f) tendent uniformément vers 0 : limj_.oo sup;ey |a; ;| = 0.

B.2.4. Déterminant de Fredholm des endomorphismes complétement continus. — Soit
M € Ban(A) et f un endomorphisme complétement continu. Supposons que M est ortho-
normalisable et choisissons un isomorphisme c4 (1) ~ M. Soit Mat(f) = (ai;) la matrice
de f dans cette base. Relativement & cette base, on peut calculer le déterminant de Fred-
holm (on dit aussi série caractéristique) :

det(1 — X f|M) = Jcliln%inidet (1- X(ai,j)(,,j)ejw).

On vérifie exactement comme dans [5], coro. 2.6, que cette définition est indépendante
de la base choisie. On voit également que det(1 — X f) est une série de Fredholm.

On peut définir la série caractéristique de f en supposant seulement que M est pro-
jectif comme expliqué page 19 de [5] : Soit N = M @ @ un module orthonormalisable. On
prolonge f en un endomorphisme f = f @0 de N. La série caractéristique de f est alors
la série caractéristique de f .

B.2.5. Théorie de Riesz. — Soit M un module de Banach projectif et f un endomor-
phisme compact. On note F(X) son déterminant de Fredholm. Supposons qu’on a une
factorisation F(X) = Q(X)S(X) de la série de Fredholm en produit de deux séries de
Fredholm premieres entre elles. On suppose de plus que @ est un polynéme de degré d, de
coefficient dominant inversible. On note Q*(X) = X?Q(X ') le polynéme réciproque.

Théoréme B.2. — Il existe une unique décomposition M = M(Q) D N(Q) ot M(Q) est
un A-module projectif de rang d et Q*(f) est nul sur M(Q) et inversible sur N(Q).

La premiere partie du théoréme résulte du théoreme A4.3 de [7]. Pour vérifier la
nullité de Q*(f) sur M(Q) on raisonne comme dans la démonstration de [5], thm. 3.3.

B.3. Construction de variétés de Hecke. — Dans cette section nous allons rappeler
brievement comment on construit des variétés de Hecke (voir [7], sect. A et [5], part
I, const. 5.7). Soit M un A-module de Banach projectif, H une algébre commutative
d’endomorphismes continus A-linéaires de A et U € H un opérateur compact.

Soit F' le déterminant de Fredholm de U agissant sur M. Soit Z = V(F) C Aépa( AAH)
la variété spectrale. D’apres le corollaire B.1, pour tout point z € Z, on possede un
voisinage U fini et plat sur son image w(U) dans I'espace des poids. Au dessus de w(U), on a
une factorisation F' = Q.5 ou @ est un polynoéme et S une série de Fredholm premiere a ) et
U =V(Q) C Zyw)- D’apres le théoreme B.2 on a une décomposition M = M(Q) ® N(Q)
ou M(Q) est 'espace caractéristique associé a Q. Il possede naturellement une structure
de 07(U)-module. On définit un faisceau cohérent .# sur Z par .#(U) = M(Q). On note
Op la Oz-algebre cohérente engendré par H dans Endz (). On note E — Z l'espace
adique associé & 0. C’est la variété de Hecke associée & (M, H, U). La proposition suivante
résume la construction et les propriétés de E et Z.

Proposition B.4. — Le morphisme Z — Spa(A, A™) est localement quasi fini, plat et
partiellement propre. En particulier, localement sur Z et Spa(A, AT), il est fini et plat. On
possede un faisceau cohérent d’espaces propres généralisés M sur Oy et O agit fidelement
sur A . Le morphisme E — Z est fini et sans torsion.
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